o Likan er blanda af malingum y = (y1,...,yn) og 6maldum staerdum
0= (01,...,0k).
o Gengid er Gt fra pvi ad gildin &4 @ akvardi hvernig y hafi myndast.
o Verkefni tolfraedinnar er ad giska a 0 at fra y.
@ Nokkur prinsip vid slikar agiskanir:
@ Ad reiknad y farir naleegt meaeldum y. T.d. least-squares (ramfraedileg
adferd).
© AOQ vantanlegt gildi random vektorsins Y sé fall af 8 og leysa sidan
jofnur byggdar & malingunum y, fyrir 6. Petta er kallad
method-of-moments (MM). Hagfraedingar hafa fengid Nébelsverdlaun
fyrir GMM. (likindafradileg adferd)
© Maximum-likelihood, (mesti sennileiki). Sennileikafallid er fall af 6.
Pad skilgreint:

L(6ly) = f(¥16).
Agiskunin @ = argmax L(6|y), b.e. bad gildi 4 6 sem hefur maelda
o

atkomu sem liklegasta gildi (likindafraedileg adferd).

@ Bayes-adferdir, lit 4 @ sem random-breytu, veg saman prior (fordéma)
og likelihood med reglu Bayes til ad fa posterior (likindafraedileg
adferd).
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Verkefni hagrannséknarmannsins

@ Tengja saman vandamal og likan, skilja likan.

@ Skoda melingar og giska & 0. Giskid getur verid dhugavert i sjalfu sér
og einnig ma nota pad til ad giska & y-gildi, p.e. spar.

@ Gera sér grein fyrir eiginleikum agiskana.

@ Mikilvaegt ad gera mun 4 skilgreiningarvanda og taeknivanda. Med
skilgreiningu er t.d. att vid val 4 likindadreifingu. Med taknivanda er

t.d. att vid hvernig skuli leysa einhverjar j6fnur, hamarka foll, gera
hermanir o.s.frv.

@ Petta er hagnyting a stardfraedigreinunum, rimfraedi og likindafraedi.
Onnur hagnyting a likindafraedi er t.d. dkvardanafraedi
(decision-theory).
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Adeins meira um co-integrationi

Segjum ad:

t
Xt = E €s;
0
t
yt:§ €s,
0

Hér verda x; og y: I(1) ferli. Ef x; og y; eru co-integrated, p.e. til fall f,
bannig ad f(xt, yr) sé stationary burfa > ¢ es og > g €s i einhverju skilning
ad vera sama ferlid. P.e. til er common-(stochastic)-trend.
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Margar viddir (Johansen)

@ Samanburdur vid unit-root préf i einni vidd. Pa er verid ad alykta um
tengsl AX; og X¢_1. | mesta lagi einn fylgnistudull.

o | mdrgum viddum er verid ad gera svipad (sbr. bok bls 435). b.e.
verid er ad alykta um tengsl AX; og X;_1.

e Jofnur 8.40 og 8.41 i bok:

AX; = ymsir lidir + uy,
X:_1 = ymsir lidir + v;.

Alyktun byggir a canéniskum fylgnistudlum u; og v;. Ef vidd
vektorann er k eru fylgnistudlar(eigingildi) frabrugdin 0 r < k.

@ Johansen ofl. leiddu at (asymptétiskar)-dreifingu slikra studla. Sa
dreifining er frabrugdin pvi sem er i hefdbundinni margvidri greiningu a
stationary ferli.
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Um samfelldan tima kafli 6

@ Random-walk i samfelldum tima. Wiener-ferli, Brownian-motion. Nota
W(t).
Q@ W(0) =0,
Q@ V(W(t)) = o?t,
O Efti <t <t3<tyhpaer W(ts) — W(t3) 6had W(tx) — W(t1),
Q W(t) er samfellt fall af t.

e Einnig gildir ad W(t) N(0,02t) og ef s < t, E(W(t)|W(s)) = W(s).
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W (t) borid saman vid Poisson, N(t)

e N(t) fer allra sinna ferda i hoppum af steerdinni 1.
Q N(0) =0,
@ P(N(t+ dt) = N(t)+ 1) = Adt, (fyrir mjog litil dt),
P(N(t + dt) > N(t)+ 1) ~0.
O Efti <t <t3<tyhaerN(ts) — N(t3) 6had N(t2) — N(t1),
@ E(N(1)) = V(N(1)) = At.

@ N(t) er Poisson med vaentanlegt gildi At.
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Hreyfimynstur i samfelldum tima
o [ strjalum (discrete) tima hofum vid, t.d. AR(1):
AXy = aXi_1 + e €0a
AXe = aXi_at + &t

Slembin mismunajafna.
@ Vil skrifa eitthvad svipad i samfelldum tima, p.e.

dX(t)="---,
4 ad pyda eitthvad.
o Uppastunga:
dX(t) = p(X(t), t)dt + o(X(t), t)dW(t), b.e.

-~

A B

X(t+dt):/t,u(X(s),s)ds+/ta(X(s),s)dW(s).

-~

A B

dt mjog litid.
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Skilgreiningar

@ A er fyrirsjaanlegur hluti, B er random-hluti. Skilgreining & A liggur
beint vid.

@ Ein leid ad skilgreina B er ad W sé Wiener-ferli og notast vid
[to-integralid.

Ef0<ty<ti<---<t, <t

n

/ Co((s). )W (s) = 3 o (x(t1). 1) [W(t) — W(t_y)]

j=1

Petta gildir ef o er skikkanlegt fall. Takid eftir ad fallid o er reiknad Gt
i vinstra punkti bilsins, (tj_1,t;). Onnur skilgreining &
stochastic-integral er Stratonovich-integralid.

@ Lokahnykkur skilgreiningarinnar er ad tekid er markgildi pannig ad
to < --- < t, verdur sifellt péttair skipting & bilinu (0, t), p.e.
Ay —— 0.

n—o0
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Hvers vegna laerum vid petta?

@ Pad getur verid dhugavert i sjalfu sér ad vinna med samfelld tima likdn.
o Imyndum okkur ad hreyfimynstrid sé & forminu:

X(t) = / C (X (5), 5)ds + / "o (X(s), $)dW(s).

A B

o Get safnad gognum og reynt ad giska a p og 0. X(t)er samfelldur
ferill.
e Ovissan/breytileikinn liggur i B hlutanum.

V( / "o (X(s), $)dW(s)) / " o2(s)ds.

Pvi E(W(t)) =0 og V(dW(t)) = dt.

o | natima fjarmalastaerdfraedi er petta notad til ad gefa einfaldar
verdlagningarformulur (Black-Scholes).

o Vid akvedin markadsskilyrdi (fullkominn, arbitrage-free markadur,
neikvaedar stodur leyfdar, o.s.frv.), u = pX, o = o X, ahattulausir
vextir r, b4 méa leida at ad verdlagning er ekki fall af w.
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Regla Ito

o Ef hreyfimynstur X(t) er pekkt er audvelt ad skrifa nidur
hreyfimynstur Y (t) = g(X(t), t).

5 5 16%g
dy (t) = gdt + 5—f’:dx + 56—2(dX)

o Athugid ad (dX)? = o?dt.
e Ef dX = udt + odW, (random-walk med drift). Finnid dY ef
Y = exp(X).
g _, dg _ g® _ _
5t 0, Sx exp(x), 52 exp(x) =
dY = exp(X)dX + 1exp(X)(dX)2 =

1 1
Y (i +odW)+ 3 Yo?dt = (u+ 502)Ydt + o YdW.

Kallad geometric-Brownian-motion.
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AR(1) i samfelldum tima

o dX =aXdt+odW, a<0, o>0, dW white-noise
o Kallad Ornstein-Uhlenbeck eda Vasicek(i fjarmalum).
o Hvert er hreyfimynstur Y = X??
o g—i = 2 s ng% =
1
dY =2XdX + 52(dx)2 = 2X(aXdt + cdW) + o?dt =
(2aY + o?)dt + 20V Y dW

e Kallad square-root process eda Cox-Ingersoll-Ross (i fjarmalum).

@ Haegt ad setja adra veldisvisa en 1/2 & Y i diffusion-hlutann. T.d.
CEV. Ferlid alltaf staerra en 0 ef veldisvisir er staerri en 1/2.
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Utvikkanir

o Mjég margar verdlagninarformalur til.

@ Eru hopp leyfileg? Wiener-ferlid hoppar ekki. Ny lidur pvi
naudsynlegur i diffurjéfnuna. T.d. ma gera rad fyrir einhvers konar
Poisson hoppum. T.d. jafna 6.26 i bok.

9P dt + odw + d[i(J- — 1]
P _H g — ]

@ Hér er X = log(J) Laplace-dreift. Fjoldi hoppa a timabilinu (0, t)
fylgja Poisson-dreifingu med medaltal \t.

Helgi Témasson Ymis atridi 4. mars 2024 12 /12



