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Nokkur atrioi ar kafla 6.

e Regla ad kunna:

fy z|@) = flyle, &) f(x|®)

Pessi regla nytist oft pegar ad parf ad skrifa nidur pétti fall fyrir hadar
hendingar.

e Dad naegir ad taka lauslega tengslahugtokin & bls 271-272.

e Lesid vel um fylgnistudulinn (correlation).

Kafli 7.

e Dessi kafli gengur Gt 4 ad tja sig um Y gefio X = x.
e Grundvallaratridi eru fyrstu tvé moémentin:

EY|X=2) og V(Y|X=x)

e Margvio normaldreifing grundvallaratridi hér (sja bls. 342). Hin deem-
in 1 kaflanum eru synideemi til ad gefa deemi um eitthvad annad. Eg
tel ad pau deemi séu 1itid notud { praxis. Ahugasamir settu ad kynna
sér ,weak exogeneity” hugtakio { kafla 7.4.



Stochastic processes, k. 8

e Mikil fraedigrein, hér adeins teept a4 grunnatrioum.
e Greinin fjallar um hendingar sem eru hadar { tima.

e Greinin lysir tilraun par sem tutkoman er ferill:

X(s,t) s €8, s er atkoma ur tilraun,
S = mengi mogulegra itkoma, sumir skrifa
X(w,t) w € Q= mengi mogulegra utkoma

w einstok atkoma

e X(.,.) er fall sem uthlutar parinu utkomu og timapunkti gildi. Fyrir
gefna utkomu s (eda w) mé teikna feril.

e Mikid af gégnum { hagfraedi og fjarmalum kemur tr kerfi par sem meel-
ingar eru hadar i tima. Tilgangurinn med ad kynna pessa likindafraedi
hér er nattirulega ad skapa medvitund sem nytist vid greiningu a
gognuim.

e Takid eftir flokkunarkerfinu i mynd 8.4. Flokkunin byggir m.a. & a)
hvernig timinn er meeldur og b) hvort X er samfelld eda sundurslitid.

e Grundvallaratrioi er ad X gildin 4 einum timapunkti geta verid haod
X gildum & 60rum timapunktum (dependency hugtak i bok). Annad
grundvallaratridi er a0 dreifing & einum timapunkti getur verid 60ruvisi
en dreifing & 6drum timapunkti (heterogeneity).



e Nokkur grundvallar ,dependency hugtok” (sja bls. 420 i bok):

Ohdd d éllum timapunktum

Markov tengsl = nylidin fortid skiptir mali, t.d.
XX (= 1), X(E—2),..) = F(X(0)IX(E— 1)
non-correlation Corr(X(t), X(k)) =0ef t # k
Martingale difference sequence E(X (t)|fortio) = 0

e DPad ma lesa lauslega um mizing conditions , nema ergodicity. Petta
er likindafraedi hugtak sem vio ekki notum. Pad fjallar um hvernig
tengsl skuli fjara it med vaxandi tima (afar ogeetilega ordad).

o Ferli X (t) er ergodic ef X gildi sem er langt fra hvert 60ru i tima
eru ,naestum” 6had. Petta hugtak er naudsynlegt ef gagnasofnun &
timar6oum (tekid fyrir sidar) & ad hafa merkingu.



e Nokkur atridi um ,heterogeneity /homogeneity” (dreifingar) hugtok.
e Einsdreifdar, f(X (¢)= ekki fall af ¢.

e Sistaedni (stationarity).

flx(ty),...,z(ty)) = fx(t1 + h),...,x(t, + h))

dreifing 6h&d hliorun i tima= = strict stationarity

E(X(t)) = p ekki fall af tima og

v(k) = E(X(t) — p)(X(t — k) — p) ekki fall af tima, bara k

= weak stationarity = second order stationarity

(k) er kallad ,auto-covariance” fall og v(k)/v(0) ,auto-correlation”
(sjalffylgni) fall.

o [rchangeability=hadar en rod skiptir ekki mali.

Nokkur daemi um ferli

e [ID normal hendingar=random turtak
o White-noise:
E(X()=0, V(X(t)=0* EXH)X(s))=0eft#s

normal white-noise ef X (¢) er normaldreifd.
Normal white-noise= random trtak tr normaldrefingu.

e Random-walk: Ef X(t),t =1,2,3...er IID b4 er:

random-walk.

o Martingale: E(Y (1)|Y(t—1)) =Y (t—1) og E(|]Y(t)]) < o0



Mikilveeg ferli sem byggja & normaldreifingu

+
e AR(1) ferli:

g; er normal white-noise V (g;) = o

Xy =aXi 1 +¢g

e Ef krafist er ad X, sé stationary, pa feest:

E(X:) = aE(X;—1) ba faest E(X;) =0

0_2

1 —a?

V(X;) = o®V(X,) b feest V(X;_1) =

bvi er naudsynlegt ad o] < 1.

e Ahugavert tilfelli af AR(1): a = 1. Pa er ferlid ekki sisteett.
E(X|Xo) =X, V(X;) = to?
Petta er normal random-walk.
e Hvao skedur ef random-walk er maeldur péttar og péttar?

e Hermum random-walk, fyrir ¢ = 1,...,T gefum okkur Xy = 0 og
teiknum ferilinn X 4 moti ¢/7T. Endurtokum fyrir steerra og steerra T'.
Timinn er meeldur &4 ;neestum” samfelldum kvarda & bilinu (0,1).

e Dad sem ut kemur likist Brown-hreyfingu, B(t). FEinnig oft kallad
Wiener-ferli, W(t).

Eiginleikar Brown-hreyfingar

e Samfelldur ferill kemur ut. X er samfelldur, ¢ er maelt a4 samfelldum
kvarda.

e Ferlid er minnislaust. P.e. hreyfing 4 einu timabili hefur ekki &hrif &
hreyfing 4 60ru sundurleegu timabili.



e De.:

= X (0) X(0) gefid byrjunargildi

t4) — X(tg) 6hao X(tz) — X(tl) ef t] <to < 13 <1y
t) ~ N(X(0),0%)

e B(t) er kennt vio Brown 19-aldar, liffreeding og W (t) vid Wiener sem
sannad tilvist ferlisins & afar erfidan hatt . Tilvist haegt ad sanna miklu
audveldar med Kolmogorov extension theorem.

e Brown, Einstein og Bachelier unnu med hugtakid.

e Ymis ferli er leidd ut fr4 Brown-hreyfingu, Ornstein-Uhlenbeck, Brownian-
bridge, geometric-Brownian-motion(GBM). Peir sem fara i fjarmal
eiga eftir ad nota GBM( Black-Scholes), CIR (Cox-Ingersoll-Ross),
CEV (Constant-elasticity-volatility).



Poisson ferli

e Poisson ferli er talningarferli. Pad lysir fjolda slysa eda vidlika atburda
sem falli af tima.

e Poisson ferli er minnislaust (eins og Brown-hreyfingin), p.e. ad fjoldi
slysa & einu timabili hefur ekki &dhrif 4 6énnur.

e Biotimi eftir neesta slysi er exponential dreifdur. Skodid mynd 8.8 {
bok.

e Ventanlegt gildi og varfans fyrir Poisson ferli er:
E(N(t)) =Xt V(N(t)) = M

(berid saman vid Brown-hreyfingu).

AR, MA og ARMA ferli

e Normal MA ferli:

g; er normal white noise

Xi=¢er+a161-1+ - Ei—m
er kalladur MA(m).
e AR(1) ma utvikka i AR(p):
g; er normal white noise

Xt = CVlXt—l + - CkpXt_p + &

e Pad er hugsanlegt ad blanda saman AR og MA lidum og fa
ARMA (p,m):

g; er normal white noise
Xi=a Xy 1+ -+ apXyp e+ arg—1+ - apEim

ARMA likén eru mikid notud i hagnytri timaradagreiningu (t.d. Box-
Jenkins adferoir).



Samleitnihugtok, kafli 9. Adallega 9.6 og 9.9.

e Erfidur kafli med nyjum hugtokum.

o Ur tolfreedi I (Newbold) pekkid pid nalgun & binomial dreifingu med
poisson dreifingu og nalgun & drtaksdreifingum med normaldreifingu.
Til ad geta gert petta parf ad nota tiltekin samleitnihugtok (conver-
gence mode)

e LOogmal storra talna, weak og strong, hvad pyoir petta?

e Byrja 4 kafla 9.9, modes of convergence. Hvad pyoir X,, —— 7

e Skilgreining 1: Pointwise convergence
Xn(s) —— X(s) fyrir oll s.
Auoskilid hugtak en of strangt til ad vera praktiskt.

e Skilgreining 2: Almost sure convergence:

X, 5 X & lim P(| ] |Xk(s) — X(s)| > ) =0
k>n

e Skilgreining 3: Convergence in probability:
X, 42— X & lim P(|X,(s) — X(s)| >¢) =0

einnig skrifad
plim(X,) = X

e Skilgreining 4: Conwvergence in distribution :

X, 5 X & lim Fy (z) = Fy(z)

n—oo n—oo

i 6llum punktum par sem F'x er samfellt
e Skilgreining 5: Mean-square convergence:
X, e X lim B(|X, — X[*) =0
e Skodid tengsl samleitnihugtakanna i lemmu 5 & bls. 509.

e Samleitni fyrir runur af hendingum er 1 edli sinu samleitni fyrir runur
af follum.



Central limit theorem

e Ef gefid er random trtak X7,..., X, b.a. E(X;) = pog V(X;) = o2
Ath. annad er ekki gefid. Pa gildir ao:

Sp=X1++ Xy,
S, —2 N(nu,no?)  Dee.

n—oo

Sp — np
o\/n

er nokkurn veginn N (0, 1)



e Detta ma sanna med pvi ad nota Taylor utvikkun & characteristicfalli
fyrir S,,. Gangurinn er nokkurn veginn:

¢s,(t) = Ox,4-4x,(1) = E(exp(it(Xy + -+ + Xp)) =
E(exp(itXy)) ... E(exp(itXy)) = ox, (1) - - ¢x,(t) = [ox (t)]"
nt er [px(t)]" Taylor ttvikkad 1 0
Taylor utvikkun a falli f 1 punkti a er

1
fla)(@=0)"+ fl(a)(z —a) + S f"(a)(w — a)* + ---
bad er jafngott og e.t.v. einfaldara ad Taylor utvikka log(¢g, (1))

G5, (00 (L0 (02,
05.(0) <2¢sn<o> 2¢sn<o>2>t "

log(¢s,(0)) +
N1 parf ad nota ad:

85,(0) =1 ¢, (0) = inp 6% (0) = —no® — ny?
b.e.(ath. i? = —1.

log(¢s, (t) = inut — no?t/2 + rest-lidur
Characterisic-fall fyrir normaldreifingu er:

exp(ipt — o*t?/2)
bar sem:

b5 (t) ~ exp(inut — no*t/2)

er drefing S,, nokkurn veginn normal, skv. theorem bls. 113.



Hvad er framundan

e Hofum tekid grofa yfirferd 1 likindafraedi
e Naest er hagnyting likindafreedinnar 1 tolfreedi=alyktunarfraedi.

e DPurfum a0 gefa likum einhverja merkingu. Hér er dherslan &4 ad tulka
likur sem meelikvardi 4 tioni. Onnur nalgun er ad tulka likur sem
meelikvarda & vissu (Baeysisk talkun).

e Kafli 10 er eins konar bru fréa likindafraedi yfir 1 alyktunarfraedi. Berid
saman vi0 Newbold.

e Kaflar 11-15 1 Spanos fjalla um uppbyggingu alyktunarfraedi



