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Hugmynd ad lausn vid proéfi

1. Notid veegisframleidandann (moment generating function) til ad syna fram
4 ad ef X er gamma dreift ba er E(X) = af og Var(X) = af?.
Moment generating function fyrir gamma dreifingu er: m(t) = (1—5t)~¢,
fyrir t < % Byrjum a pvi a0 diffra m.g.f:

/ af
M®) = G
1 2
MI(t) = 8@ jﬁ)gﬁz
N verda hrau momentin:
M'(0) = af
M"0) = ala+1)5

Og pa verda central momentin:

E(X) = M'(0)=af
Var(X) = M"(0)— [M'(0)]> = a(a+1)8* — [af]* = af?

2. Gefid er tvivida béttifallid f(z,y) =5, 0<y <4, y<z<y+2.

1
8

(a) Teiknid f(z,y) { tvividd med y 4 y-dsnum og x & z-asnum. Ef

f(x,y) = 1/8 ba hlytur flatarmal myndarinnar ad vera 8.

(b) Finnid f(x).
Nu gildir um jadardreifingar f(x) = fy f(z,y)dy. T bessu tilfelli er
hins vegar erfidast ad finna morkin & x og y. Skipta parf y i prja
hluta, en x hefur alltaf sému morkin:

y1 € [0, 2] r € [y,y+2]
Yo € [$—2,IIJ]
Y3 € [$—2,4]



N verdur jadarfallid fyrir x:

Jo, sdy = l§yl6 = § 1 R EFES
f(x) = f_ gd?/:[gy];ﬁ:%—g(— =7 2<x<4
fx2ld _[1]4 _;_1( 2 6=z 4 <3 <6
z—28% = |g¥lz—2=3 — gl =73 =

(¢) Finnid f(z|y).

Um skilyrtar dreifingar gildir ad: f(x|y) = % Nu verdur:
vt 1w+ y4+2 y 1
= y)dy = ,d:[,} _yre ¥y _ 2
s = [ swty= [ Lt =[G =02
Nu verdur
flzy) 1/8 1

W ="y "1
(d) Finnid E(X|Y =y).

vt 1 vtz 1 1
EX|Y =y) = / / f:z:dx = ﬂ;?} Z(y+2)2—1y2 =y+1
y y

3. Sameiginlegt péttifall fyrir X og Y er gefio sem:

ge2@ty)  of z.y >0
flz,y) = { 0 annars

(a) Finnid P(W > 2) par sem W =X + Y.

Vitum ad P(W > 5) = 1 — F(5). Notum na cdf adferdina (Poirier
kafli 4.2) til ad finna F(W). Einnig ma nota adrar adferdir.

FW) = PW<w)=PX+Y<w)=PX<w-Y)

w— y

/ / 2(”’+y)dxdy
/ = —2(;c+y):| ydy

0 0
/ 2 -2y —2w)dy

0
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1-—

_2u1_2 _2w:1—€_2w(1+2w)7w>0

PW>2)=1-P(£2)=1-FQ2)=1-1+5¢"*=9,16%

Hér er hefur verid notast vid svokallada cdf lausn (Poirier kafli 4.2).
Hins vegar er heegt ad nota fleiri lausnir vid a0 leysa petta t.d. con-
volution theorem.



(b) Finnid sameiginlega béttifallid fyrir U = X/Y og V = X.
Notum "change-of-variable"adferdina (Poirier kafli 4.4):

X=V Y=X/U
X=V Y=V/U
r=v y=v/u

N1 verdur akvedan af Jacobian fylkinu:

ox ox
9u ov 0 1 v
o= g B[ % L-a
N1 verdur sameiginlega béttifallio:
v —2(v+v/u v —2v u
h(u,v) = |J|- f(¥(u,v)) = ?-46 Avtv/u) — 4E6 2o(1+1/w) u,v >0

(¢) Finnid jadarbéttifallid fyrir U.
/OO 4L om20(1+1/u) g,
o u?

/ 4ﬁe—2v(1+1/u)dv
0 u?

fu)

Notum nt [ vdu = uwv — [udv par sem:

— _ 1 —2v(1+1/u)
v=v U= S3a+1/a)¢
dv __ 1 du __ e—2v(1+1/u)
dv — dv

dv=dv du=e 2v+1/u) g,

N faest:

fw = [

4&672u(1+1/u)dv
u2
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—/ —2(1+ 1/u)62”(1+1/“)dv)
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_ (2(1 —1—11/u))2 . e%(m/@] Oo)
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—2(1+1/u)
0
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(0_
= u>0

A1+ 1/u)? T (1+u)?
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4. Hendingarnar X ... X, hafa dreifinguna I'(2, ), bannig ad béttifallid er:

flx) = ;—26796/9 xeRy

(a) Leidid ut metill hamarkslikinda (maximum likelihood) fyrir 6.
o —x; Ti\" _1sn o
=g b

i=1



Nu verdur log-liklihood fallid:
1 n
InL(0) = £(0) = nin(x;) — 2n - In(9) — g ; x;

Par sem vid erum bara med einn stika pa verda score-fallio:

oL(0) on 1
ML metillinn fzest n med bvi ad setja s.(0) = 0 og leysa fyrir 6:
2n 1 &

—— + = xX; = 0

0 62 ;
LT

0 02

—2n0+nT = 0
~ T
0 = =
2

Til ad kanna hvort petta sé hamark pa konnum vid hvort 1 x 1
Hessian-fylki0 sé neikveett:

= Z—Z — 933 il z; <0
(b) Er )1, 6bjagadur (unbiased) metill?
E@B) = %E(E)
= %
= 0

Og bvi er @\M 1, 6bjagadur metill fyrir 6.
(c) Er 0y1, nytinn (efficient) metill? Fyrst Opr1, er 6bjagadur metill pa
getum vid kannad hvort hann er full skilvirkur (full efficient) med bvi

a0 kanna hvort Var(aM ) nai Cramer-Rao nedri moérkum. Nu verdur
Fischer upplysingafylkio:

2 n n
1) - E(aagﬁ)_E(@;;xi)

2n 2 2n  4n 2n
=S et et e
Og b4 er audvelt ad finna Cramer-Rao nedri morkin:
CRio) =10 = 2
2n



~

Ef metillinn & ad vera full skilvirkur ba parf Var(0) = CR(6).

~

Var(f) = E@);[QE(@)P o
-+ ((3))-(=(3))
(@) - (B@))*

E(x

4
Var(z) Var(z)
4 dn
202 0?
4n  2n

Par sem variance metilsins nseer CR nedri morkum telst hann fullskil-
virkur.

5. Ef vid hofum T athuganir sem eru Bernoulli dreifdar med massafallid
(pm): 1
_Jer1—-6)Y efy=0,1
fy) = { 0 annars
Vid viljum profa nalltilgatuna Hy : 0 = 6, gegn valtilgatunni Hy : 0 # 6,.
Synid fram & ad i pessu tilfelli er Wald profsteerdin:

T, -Y)?

YY)

< =

par sem YV = £ ST

Waldprofsterdin er W = T'(6, — §T)2-Ioo(§T). Byrjum 4 pvi ad finna
likelihood fallid og log-likelihood fallid:
T
Lo;y) = e -6)0 = P Cvi(1 — )X i (1w
i=1
T

T
00;y) = Zyi n(0) +> (1 —yi) - In(1—0)

i=1

Na mé finna ML metil fyrir 6:
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Nt finnum vid 1 x 1 Hessian fylkid:
0%0(0;y) TY (T - TY)

=~

002~ 2 (1-0)2



Og ba er audvelt ad finna Fischer upplysingafylkid:

e [324(9; y)] IV (T —TY)

g2 (1-0)2
1Y (T -TY)

o (1-6)2
_ T<E[Y} (l—E[Y])>

2 (1-6)2
B T<2 (1-0)
N T( +(115))
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Nt verdur asymptotiska upplyingafylkid (sja Spanos bls. 717):

) Ir(0
lzmTHOO( TIE )> = IOO(Q)
= I(0) = !
91— 0)
Nu verdour Wald profsteerdin:
W = T(6,—0r)% Io(0r)

(1 — 0)
_ T, -Y)?
. Y(1-Y)

. Heegt er ad nota mykt studlarit (smoothed histograms) til ad bera mynd-
reent saman dreifingu raunverulegra gagna og péttifoll mismunandi dreif-
inga. Utskyrid hvernig petta er gert. Hvada atridi skipta mali hér? Hvad
er Kernel?

begar vid erum med gogn (sem eru homogen) { hondunum og viljum kanna
hvada dreifingu pau hafa getum vid notad studlarit (histogram) og borid
bad saman vid dreifif6ll mismunandi dreifinga. Med bessu moti freist-
ar madur pess a0 geta fundid hvada dreififall fellur best ad studlaritinu.
Vandamal studlarita er bad hversu 6nakveem pau eru, b.e. pau eru svolitid
grof og pess vegna getur verid erfitt ad sja hvada dreifing fellur best ad
gbgnunum hverju sinni, sérstaklega ef gagnasafnid er litio.

Mykt studlarit bruar bilid 4 milli studlarita og dreififalla med pvi ad gera
nokkur gildi & x 4s a0 midju & bili med breiddina h. Fyrsta og einfaldasta
atgafan af myktum studlaritum gerir rad fyrir pvi ad ef maeling er innan
bilsins feer na vigtina 1/nh en annars 0, par sem n er {joldi meelinga og h



er bandvidd. Pessu mé4 lysa med fallinu:

gh(w)anhiil]I(@ng)Sxig(x—g)) z € Ry

Par sem I er indicator fall:

(1 efa; €fz£(h)2)]
() = { 0 efx; ¢ [z=+(h/2)]

Imyndum okkur ad vid séum ad skoda eitthvert stak & x d4snum x; pa gildir
fyrir sérhvert x,, ad ef pad er innan bils sem hefur breiddina h og midju i
x; pa feer bad stak vigtina # annars feer pad vigtina 0. Sidan er summad
upp fyrir hvert z,, og Gt kemur gy, (z;). Sidan beitum vid samskonar adferd
4 x;y1 o.s.frv. bannig ad 4 endanum hoéfum vid mykt studlarit gi(x) sem
haegt er ad bera saman vid freedileg péttifoll.

Pad fall sem hér var notad var svokallad indicator fall par sem meling
innan bilsins feer vigtina 1 en adrar maelingar fa vigtina 0. Einnig er haegt
ad nota svokallad Kernel. Indicator fallid er uniform Kernel par sem
meelingar innan bilsins fa vigtina 1 en annars 0. Heegt er ad nota annars-
konar Kernel par sem meelingar naest midju bilsins fa mesta vigt og adrar
mealingar feer midju bilsins f4 minni vigt i hlutfalli vid fjarleegd f4 midju
bilsins. I Spanos er gerd grein fyrir 4 mismunandi Kernel. Kernel parf ad
uppfylla akvedin skilyrdi til ad teljast vera Kernel, t.a.m. barf K(z) <0
og [K(z)dz = 1.

AD breyta um kernel getur haft ahrif 4 atlit mykta studlaritsins. Pad sem
skiptir p6 hins vegar yfirleitt meira mali er bandviddin h. Med pvi ad hafa
steerra h verdur mykta studlaritid med mykri atlinur. (ATH! Pessi setning
er 6fug i Spanos og rong par. Ef h er valid of stort pa getum vid mykt
matid meira en seskilegt getur talist. Pess vegna er { einhverjum skilningi
haegt ad velja ,besta” gildi fyrir h. Hins vegar mun stezerra h alltaf auka
myktina i atlinum studlaritsins.)

. Gerid grein fyrir hugtakinu delluadhverf (spurious regression). Hvernig
tengist betta hugtak sambaettingu (co-integration) og villuleidréttingar-
likani (Error correction model).

Delluadhvarf er adhvarfsgreining 4 tveimur 6hadum og Osisteedum tima-
r6dum. Til pessa ad klassisku forsendurnar um iid afgangslidi haldi purfa
timaradirnar ad vera sisteedar. Lengi vel leysti folk vandamél med dsisteed-
ar timaradir med pvi ad taka mismun (einn eda fleiri) af badum timardo-
unum par til peer teljast sisteedar og meta sidan adhvarfsgreiningu milli
sisteedu radanna.

Pegar tekinn er mismunur ba tapast allar upplysingar um langtimasam-
band timaradanna. Pess vegna er radlagt ad kanna hvort 6sisteedar timarad-
ir séu sampaettar A0ur en mismunur er tekinn. Ef timaradirnar eru sam-
pbaettar pa er til linulegt samband & milli timaradanna sem er sistaett. Ef
svo er ba er betra ad meta villuleidréttingarlikan (ECM) sem tekur tillit
til pessa langtimasambands 4 milli timaradanna.

. A myndum 1,2 og 3 eru teiknadar 3 timaradir 4samt sjalfylgnifalli (ACF)
og hlutsjalffylgnifalli (PACF) fyrir hverja timar6d. Gefid rokstudda agisk-



un um hvers konar ferli hafi getad bid til hverja r60. Geeti i einhverju
tilfelli verid asteeda til ad nota Dickey-Fuller prof?

Hér er strax augljost ad liklega eru timaradir 1 og 2 sisteedar en timarod
3 Osistaed. Dickey-Fuller prof er notad til ad profa hvort einingarét sé til
stadar. Ef svo er ba er timartdin 6sisteed. Pad getur verid gagnlegt ad
beita Dickey-Fuller profi 4 allar timaradirnar til ad ganga tr skugga um
hvort 1 og 2 séu ekki sistaedar, en r60 3 6sisteed. Sjaffylgnifallid og hlut-
fjalffylgnifallid gerir meira en ad gefa okkur hugmyndir um hvort timarsd
teljist sisteed. Haegt er ad nota t6flu sem teiknud var { tima til pess ad geta
sér til um hverskonar ferli bjo til hverja timard. Timarod 1 er liklega
AR(1)-AR(3), bar sem PACF gefur til kynna ad um 1 eda 3 tafir séu i
ferlinu. Raunverulega er petta AR(3). Sidan er liklega MA(1) ferli, bar
sem PACF er sma saman leekkandi (reyndar med mismunandi formerkjum)
en ACF gefur til kynna ad hér sé einungis eitt tafid gildi. Raunverulega er
betta MA(1). AJ lokum geeti madur haldid ad hér veeri 4 ferdinni osisteett
AR(1) ferli sem er raunin.



