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Skipulag fyrirlestrar

Forsaga: Hvad er Markov likan? Hvernig var min adkoma?
Hreyfimynstur og jafnvaegisdreifing

Einfalt deemi i strjalum tima: Tekjudreifing

Utfaersla i samfelldum tima, tekjudreifing, liftimi farséttar

Floknari likon, stjralt eda samfellt dstand

Stadan i natimanum, operator-fraedi, quant-econ
Lokaord
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Markov likon

o Likindafradileg likdn, byggja a ad eingdngu takmaorkud fortid skiptir
mali.

o Fyrstu kynni af likindadreifingu byggja & 6hadum (einstdreifdum)
hendingum.

@ Hvernig 4 ad takna fravik fra pessu:

o Fyrsta skref ad hugsa sér ad timi skipti mali, b.e., X; og X;_1 hadar.
Markov forsendan er t.d. & forminu:

f(Xt = X’Xt—l = Xt—1, Xt—2 = X¢—2, - - ) = f(Xt = X’Xt—l = Xt—l)
f er péttifall dreifingarinnar, naskylt er martingale hugtakio
E(Xt|Xt—1 = Xt—1, Xt—2 = X¢t—2, .. ) = E(Xt’Xt—l = Xt—l)
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o Hofum kedju X;, pa hugsum vid okkur ad fyrir fall H gildi:
E(H(Xe+1)[Xe = x) = PeH(x),
Py er kallad, generator fyrir kedjuna X;. Homogen P; = P.

E(H(Xexs)| Xe = x) = PSH(x).
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Einfalt deemi

@ Segjum ad X; geti bara tekid tvo gildi, 0 eda 1.
o Paer P fylki:

B l1—« e
P‘[ 8 1—5]

P(X: = 1| X;—1 = 0) = a, o.s.frv. P er kallad tilfaerslufylki
(transition).

@ betta ma skrifa sem AR(1) likan, X; = u+ ¢X¢—1 + &¢. Varians &, fall
af X;_1. P.e. hreyfimynstur slembin mismunajafna.

@ Audvelt ad finna jafnvaegisdreifingu, p.e. pannig ad jafnmargir verdi i 0
milli timabila. Hreyfimynstrid heldur dreifingu fastri. Sbr.
tekjudreifingar.

Helgi Témasson helgito®@hi.is Pjédarspegillinn 2021 Hagnyting Markov 29-10-2021 5/15



e Jafnvagisdreifinguna ma finna med pvi ad reikna markgildid
lims_oo P, eda med pvi ad reikna eiginvektor adjoint-operatorsins,
PT, svarandi til eigingildisins 1. b.e. i strjal-tima/strjalt-astands
tilfellinu er eiginvektor bylta fylkisins.

B/(a+p), af(a+pB).

@ Hvernig er teorian ef timi og astand er samfellt?
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Samfelldur timi

Pekkjum vel samfelldur timi og strjalt astand, survival/transition-data.

Skodum ,,conditional-expectation" operator (virkja).

P(s)H(x) = E(H(X(t + s)|X(t) = x), P(r+s)= P(r)P(s).

Skilgreinum generator ferlis:

A = lim m
sl0 S

Jafnvaegisdreifing (ef til er) mun vera eiginfall (eiginvektor)
adjoint-operatorsins AT. Adrar leidir ad utleidslu jafnvaegis geta verid
greidfaerari.
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Tekjudreifingardeemi Whittle/Wold

e Latum n(x, t) vera énormaliserad péttifall f6lks med tekjur x & tima t.
Gerum rad fyrir ad audur vaxi med hradanum . Lifshaetta audhafans

er 7, (fost lifshaetta, exponential-dreifing). Hver audhafi hefur m

afkomendur. Avilengdin er eina uppspretta dreifingar (6j6fnudar).

H(x) er virdi (utility) x. Pa er generatorinn ad gera eftirfarandi:
AH(x) = BxH'(x) + ~(mH(x/m) — H(x)) og bar med
AT n(x, t) = —ﬁé%[xn(x, t)] — yn(x, t) + ym?n(mx, t)

jafnvaegisdreifing faest med pvi ad leysa hlutafleidujéfnuna:

on(x, t)

= ATn(x, t)

ot
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@ Lausn er:

n(x, t) o< x * Lexp(y(m — 1)t)
afB/y=m(l—m" ).

«

b.e. x @1 synir ad dreifingin i tekjum er Pareto.

e b.e. Ein uppspretta dreifingar (6j6fnudar) er avilengd en tekjudreifing
er Pareto.

o Gini-studull Pareto-dreifingar er: G = 1/(2a — 1). b.e. flokid fall af
lifshaettu, voxtum og fjolda erfingja.

@ Daemid breytist heilmikio ef t.d. fjoldi erfingja er random staerd.
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Alls konar gagnryni og vidbaetur.
Hvad med alla sem eru med 0 eignir og par med engar tekjur.
Leyfa tvenns konar tekjur.

Gini-studlar eiga adeins vid breytur par sem tekjur/eignir eru pésitivar
(og bounded fra 0).

@ Svakaleg della hja mérgum sem blanda saman neikvaedum og
jakvaedum tekjum.

@ Hefobundnir makréhagfraedingar ekkert mjog hrifnir.
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e Fyrir diffusion-précessa:
dX = a(X)dt + b(X)dW

gildir:
A= a0l 1 o2 [ 2]
B ox 2 ox

og um péttifallid f(x, t) gildir:

1 92

O AT == Lo 4+ 2 (b))

ot
Pessar jofnur heita Kolmogorov-backward og Kolomogorov-forward.
Jafnvaegis dreifing faest med pvi ad leysa diffurjéfnuna ATf = 0.
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Faraldur/covid

@ X eru 6syktir og Y eru syktir. Haegt ad hugsa sér generator:
AH(va) = aXy[H(X - 17y + 1) - H(Xa)/)] + b.y[H(X7y - 1) - H(X7y)]
@ Stokastisk at gafa af SIR-diffurjofnu kerfi:

dX = —aXY
dY = aXY — bY
@ Petta er demi um kassalikan, compartment models.SIR, SEIR, SEIRD,

SVEIRD.Covid, malaria,hlaupabdla, o.s.frv.

e Gamaldags Markov-menn, finna eiginfdll, A, AT. til ad aatla ymsa
likinafraedilega eiginleika. Hvernig verdur astandi® ad lokum.
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Dami um matsadferdir

o Ef eigingildi operatorsins A er \(0), og ¢(x, 0) er eiginfall
(eiginvektor). Pa er:

E(o(X(1),0)|X(t = B))) = exp(=A(0)A)p(X(t — A),0)

o Set gogn, x(t;) og A; = t; — t;—1 inn leysi fyrir 6. Eins konar
method-of-moment adferd.

e Taylor tvikka f(x(t)|x(t — 1) (eda log(f) set inn i Kolmogorov
forward jofnu og hef hraefni i maximum-likelihood.

e T.d. dX = —0tan(X) + dW
e Pa er fyrsta eigingildi  + 1/2 og fyrsta eiginfall sin(x).
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Hvad er nyjast?

@ Ait-Sahalia, Hansen, Schenkman, skrifa um ,operator methods for
continuous-time Markov processes.

@ Held ad ahugi & virkjafreedum (operator-theory) sé vaxandi i
hagrannséknum og 6drum greinum, sbr. nyleg Nébelsverdlaun i

edlisfraedi.

@ Nuameriskar adferdir koma sterkt inn, sbr. quantecon.org.

o Dami af quantecon.org. A ad gripa til lockdown i covid? Hversu
vidtekt og hve lengi? Hvad eiga séttkviar ad vera stérar? Sja daemi
42. Modeling Shocks in COVID 19 with Stochastic Differential
Equations, ar quantecon lectures.

Helgi Témasson helgito®@hi.is Pjédarspegillinn 2021 Hagnyting Markov 29-10-2021 14 /15



Lokaord

@ Hugsunarhattur sem bydur upp a taknileg svor vid mérgum
spurningum.
@ Haegt ad blanda fredilegum nalgunum og tolulegri takni.

o Erfid séluvara par sem sem margir satti sig illa vid likindafredilegar
aoferdir.

@ Markov nalganir henta ekki alltaf.
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