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e Gerum rad fyrir ad stationary ferli med medaltal 0 sé melt 4 4
timapunktum. Gégnin eru malingar 8 X’ = (X1, X2, X3.Xy). Tek
(discrete)-Fourier transform i tidnunum, A1, A2, A3, A4 par sem
Aj=2mj/4 barsem j=1,...,4 be A\ =271/4=1/2,

X =4n/4d=m, A3 =6n/4=371/2, \a =871/4 =2m.

e Fourier-transformid er:
1A
g(\) = 1 Zexp(—i)\jt)Xt
t=1

o A fylkjaformi:

—i =1 i 1 X1 g(>\1):)~<1
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@ Pad pvi baid ad skrifa malivektorinn X 1 6dru hnitakerfi:
AX = X

o Breytileikinn, variansinn i X og X er sa sami. Einstdk hnit i X segja
til um pad hvada tidnir eru mikilvaegar.

@ Pad ma nalga ferlid med pvi ad velja akvednar mikilvaegar tionir og
nota sidan andhverju A til ad varpa til baka.

@ Petta er svipad og ad nalga fall med marglidum.

o Rétt skalad V/(X) er spektur fyrir ferlid.

o Fallid symmsetriskt og pvi bara notadur helmingur af tidnunum.

o Mjog reiknifrekt og pvi nota natimamenn fft, fast-fourier-transform.

°

°

Ferlid X einkennist af sjalffylgni, ferlid X einkennist af misdreifni.

[ stérum artdkum eru fylgni milli hnita X. Athugid ad ganga verdur Gt
fra pvi ad sjalffylgni X sé ,cirular".
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Synidemi um ARMA likon

e Upprifjun um diffurjéfnur. Ef

y" 4+ ay' + by =0, Dba er dkvedin marglida skodud

ef reetur eru komplexar pa er lausnarferill sveiflukenndur

@ Sama 4 vid um ARMA likon:
o(L)Y: = 0(L)es

o Ef reetur ¢(z) eru komplexar pa verdur ferlid y; sveiflukennt.
o Ef spektral péttifallid:

o2 |9(exp(—iN)?

) = o oo CINP

hefur topp i punktinum A pa er mikill breytileiki vegna sveiflu af
lengdinni 27t/ Ao.
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@ AR(2) er einfaldasta likan sem getur skyrt sveiflu. T.d.

Y =¢1Ye1+ d2Yi 2+ e

phil=0.8
phi2=-0.5
sigma=1

ii=sqrt(as.complex(-1))
y=arima.sim(n=1000,1list (ar=c(phil,phi2),sd=sigma))

lam=0

specfunc=function(lam){
ff=sigma~2/(2*pi)*1/abs((1-phil*exp(ii*lam)-
phi2*exp(ii*lam#*2))) "2

return(£ff)

}

@ Plotta myndir:
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Urtaksspectur, f())

spectur

30

25

20

15

10

Series: X
Raw Periodogram

T T T T T T
0.0 01 0.2 03 0.4 0.5

tidni sveiflur & timaeiningu
bandwidth = 0.000289
Meiri spektral-teoria ofl.

Témasson helgito®hi.is

30. jandar 2024

5/16



Fraedilegt spectur,¢1 og ¢, bekkt

spectur

04

0.2

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

tidni sveiflur & timaeiningu

Témasson helgito®hi.i iri spektral-teoria ofl. 30. jandar 2024 6/16



Hugleidingar

o Urtaksspektrid, 1?()\) hefur topp i tidninni 0.122 sem samsvarar sveiflu
upp & 1/0.122=8.2 timaeininga sveiflu.

o Fraedilega spectrid f(A) hefur topp i tidninni 0.146 sem samsvarar
sveiflu upp & 1/0.146=6.78 timaeininga sveiflu. Berid saman vid
formalu i bok, ca. bls 45.

@ Vari hagt ad nota f()\) til ad giska & ¢1, ¢o og o?

@ Ja. Pad er hagt ad framkvaema einhvers konar regression:

f(\) = f(\) +uj,  bar sem V() = f()\)2

o Margar atfaerslur til af pessari hugmynd. Petta er stundum kallad
Whittle-likelihood adferd, eftir Whittle fra ca. 1950. Einnig hugmynd
er lyst i bokinni.
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Um long-memory, kafli 2.11

@ Hofum hingad til reett um stutt minni, p.e. fortidin afskrifast med
veldishrada. Spektralfall fyrir slik ferd er endanleg tala i tidninni 0.

o [ stationary ferlum eru bond & hve stér framtidar évissa getur verid.

o | random-walk vex framtidar évissa stddugt (i hlutfalli vid hversu langt
skal spa).

@ Er til eitthvad parna a milli?

@ Ja. Vid hofum ferli par sem sjalffylgnifallid deyr haegar Gt en
exponential.

@ Audskiljanlegast er ARFIMA, b.e. fractionally-integrated ARIMA,
ARIMA(p,d,q) bar sem er brot.
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ARFIMA

@ Beran (1994) er lykilheimild vardandi langtimaminni. Par segir ad ferli
syni langtima minni ef spektralfallid er 6endanlegt i ad minnsta kosti
einni tidoni. Pad jafngildir pvi ad sjalffylgnifallio sé ekki
tolugildissummanlegt.

o Medfarilegur flokkur likana sem naer peim eiginleika eru
ARFIMA(p,d,q),

(1 —L)YD(L)Y;: = ©(L)e;, bar sem d er leyft ad vera brot.

@ Hugmyndin er ad vinna i and Box-Jenkins (1970) ad lata ¢; og 0; na
skammtimasveiflum og nota d sem mzalikvarda a4 minnid.

e Sjalffylgnifall ARFIMA deyr Gt polynomialt, p.e. mun haegar en med
veldishrada. Ahrif fortidar deyja mjdg haegt at.

o Staerdfraedilega eru svona ferli ekki Markov né martingale.

@ Spectralfall ARFIMA(p,d,q) er & forminu:

—2q |O(iexp(N)?

02 .
"= 5 L o epae

long—memory
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Ymsir eiginleikar

e ARFIMA(p,d,q) med 0 < d < 1/2 hefur pann eiginleika ad f(0) = oo,
J f(\)d\ = VAR(Y(t)) og auto-covariancar (k).

@ Vegna pess hve malingar eru hadar verda alyktanir um t.d. medaltal
w= E(Y(t)) og bydingu ytri steerda frabrugdnar hefdbundinni
alyktanafradi.

o Fléknar formalur gilda um dreifingu artaksmedaltals. Stadalfravik pess
er stundum ekki oc T=1/2 heldur o« T-Y/2+9_ pe. bad er erfitt ad
alykta um medaltal.

@ Med pvi ad sigta 0-tidni fra og nota spektral adferdir getur verid
audveldara ad alykta um d en pu.
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Ymsar Gtvikkanir og hagnytingar

e Baillie ofl. (2002) skoda arhringi ar trjam.
@ Chan ofl.(1998) syna state-space nalgun, sbr. kafla 11 i bok

e Comte og Renault (1996) syna hvernig megi skilgreina fractional
Wiener-ferli (sja kafla 6) i samfelldum tima i mérgum viddum.

@ Dagsvik ofl. (2020) meta long-memory radir fyrir meelt hitastiga a ca.
100 vedurstddvum i 200 ar asamt 6drum hitastigsgdgnum i ca. 2000
ar.

@ Ymsar nalganir (pvi likdnin eru staerdfraedilega og reiknifredilega
erfid), t.d. FerARMA, med eiginleika sem minna & long-memory,
O(L)1 Y, = O(L)%¢,.

Helgi Témasson helgito®@hi.is Meiri spektral-teoria ofl. 30. jandar 2024 11/16



Uppruninn

@ Hurst (1951)ték saman nokkur hundrud ara gégn um fl6dahaed i Nil
og sa ao sjalffylgnifallid dé haegt at. Hann fann upp hugtakid Hurst
exponent=d+1/2 (fyrir normaldreifingu??).

e Granger ofl. (1980) rekja hvernig long-memory ferli getur myndast
sem summa margra AR(1) ferla. Hugmynd sem ymsir hafa nytt sér.
T.d. ad likanid sé summa margrar AR(1) ferla.
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Series camp
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Almennt um long-memory

@ Hvernig & ad giska & d?

@ Spektral adferdir pbaegilegar, Whittle adferd.

@ Exact adferdir, maximum-likelihood erfidar vegna reiknitima.
Durbin-levinson algtoritmi virkar ef malt er reglulega i tima.

© Vegna erfidleika, hentugt ad vera med nalganir, ARTFIMA, FerARMA
(fractional-unit-root), ofl.

@© b6 fraedin séu erfid eru margir pakkar i t.d. R sem hagt er ad nota,
arfima, artfima, o.s.frv.

© Peir sem skilja vandann hafa pvi mérg taknitél adgengileg.

@ Long-memory kemur fyrir i fjarmalum og nattaruvisindum.
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