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Um Markov likon

Hagnyting likindafraedi er ad baa til reglur um vissuna.
Visindin um &vissuna eru ,exact” visindi.

A 19. &ld voru visindamenn ad leita ad , Diffurjéfnunni” sem
atti ad lysa hreyfilogmali i tima (dynamics) fyrirbaera i
nattarunni.

Markov hugmyndin gengur Gt & ad tengja likindafradi og
hreyfilogmal i tima.

Deterministiskt hreyfilogmal getur t.d. verid & forminu.
Xir1 = g(Xe, Xe—1,..., 1)

Ef hagt er ad draga saman allar fortida upplysingar i eina
steerd,

Xer1 = g(Xt, t), eda time-homogeneous Xi11 = g(Xi).

Pa er sagt ad lysa megi astandinu (state) med (X, t).



e Vil baa til likindafraedilega atgafu.

e Hugsum okkur einfalt deemi. X; er hending (random breyta)
sem bara tekur gildi 0 eda 1.

P(Xe+1|Xe, Xe—1, .. .) = P(Xex1]Xe),

b.e. likindadreifing X;11 gefin 6ll fortid er bara had X:;.
e Segjum ad:

P(Xey1 =1Xe =1) =pog P(Xt11 =0[Xy =1) =1—p,
P(Xt+1 :1|Xt:0):1—q0g P(Xt+1:O‘Xt:0):q

e Astandid 4 tima t er pvi adeins gildid 4 X;. T.d. gaeti X; =0
bytt lag laun og X; = 1 ha laun.



e Eiginleikum hreyfilogmalsins (milli launaflokka) ma pa lysa
med fylkinu (transition-matrix=tilfaerslufylki):
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o | pessu tilfelli er til jafnvaegisdreifing. P.e. likindadreifing sem
fylkid T heldur fastri. Einfold algebra gefur ad i jafnvaegi pa er:

l1—gq
P
P(Xe=0)= — P

(1-q)+(1-p)

e Ef t.d. p =1 pa verda allir ad lokum med ha laun. Ef
jafnframt allir byrja med lag laun og g er nalgaegt 1 pa verdur
adlogun ad jafnvaegi haeg. Hér =tla ég ad hugsa mér
L=lagnmarkslaun, Laun=L(1 4 X;). P.e, laun byrji i 1.



e Reikna ma vantanlegt gildi:
E(Xer1|Xe =1) = p, E(Xeqa1|Xt =0)=1—gq.
e bvi gildir ad:

E(Xe1|Xe) = pXe + (1= g)(1 = X) =
l—g+(p+q—1)Xe=p+ X

e DPetta er stationary AR(1) ferli. Jafnveegisdreifing er Bernoulli:

_ ok 1-g
=15 =g ™™
V(X:) = (1 — ).



e Ef AR(1) Bernoulli likanid:
Xeg1 = E(Xe1|Xe) + €041 = o+ Xt + €441
er umskrifad:

Xex1 = Xe =+ dXe = Xe + €041 =
AXep1 = p+ (¢ — )Xt +er41 =
/i(ﬂ'H — Xt) + Et41-

e Hérer k = pu/(¢ — 1) adlogunarhradi (klifurhradi) ad

langtimamedaltalinu 7y = p/(1 — ¢) = 2i;iq.




e Hreyfilogmalinu milli lagra (1) og harra (2) launa ma pvi lysa
med:

AXt+1 = H(ﬂ'H - Xt) + E¢41-

Ef dt timaeiningar eru & milli malinga pa er breyting 4
timaeiningu:

AXiyge/dt = k(g — Xi) + €e4de
Hlidstaeda i samfelldum tima er stochastic diffurjafna (SDE):
dX(t) = k(8 — X(t))dt + "noise”

Par sem vaentanlegt gildi & “noise” er 0. Hlidstaed
deterministisk diffurjafna er

dX = k(8 — X(t)).

Ef k >0, 5 =7y, X(0) = 0. Pa er lausn diffurjcfnunnar:
X(t) = (1 — exp(—kt)).

Launin & tima t eru t.d. 14+X(t)



Préun medallauna
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Mynd: Préun medallauna. Hér er k = 0.15 sem pydir ad
helmingunar timi fraviks fra langtima jafnveegi er c.a 4.6 timabil.
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e Champernowne (1953) gerdi fraega grein byggda a pessari
hugmynd par sem hann lysir raunhafu hreyfilégmali og sem
leidir af sér ad tekjudreifing sé Pareto-dreifd. Margir héfundar
hofou a0ur undrast hvad tekjudreifingar hefou likt form.

o Whittle (1992) rekur i kennslubdk (bls. 185) deemi sem hann
og Hermann Wold hénnudu i grein (Wold & Whittle, 1957).
Daemid gengur Gt & ad einstaklingar hafi einungis fasta
présentu i fjarmagnstekjur og ad liftiminn sé exponential
dreifdur (konstant lifsheetta). Allir eignast m afkomendur, hver
verdur tekjudreifinging? Svar: Pareto dreifing.

e [ naesta demi & eftir er aukadvissu baett vid, p.e. fjoldi

afkomenda ma vera breytilegur. Pa fast dreifing med
Pareto-tail (heavy-tail).



e Hvad eru heavy-tail og mortality?

o Heavy-tail pydir ad i dreififallid F(x) hefur pann eiginleika ad
(1 — F(x)) oc x~« fyrir stér x. Ofgakennd gildi mdguleg, sbr.
Cauchy og Pareto dreifingar.

e Mortality-rate (eda bara rate) pydir:

f(x)
AMx) = ———.
0= 1R
e Fyrir rissneska-rillettu er mortality-rate fasti. P.e. ekkert

bjalfu og ekkert slit.
e Fyrir exponential-dreifingu gildir ao:

Aexp(—Ax)

)= 01— exp(a)




Nokkrar dtgafur af AR(1) likénum

dX(t) = k(B — X(t))dt + odW

Ornstein-Uhlenbeck, normaldreift (W=Wiener/Brownian)
dX(t) = w(8 — X(t))dt + oV XdW

Square-root process, CIR, jafnveegisdreifing gamma
dX(t) = k(B — X(t))dt + o XdW

CEV, jafnveegisdreifing inverse-gamma, heavy-tail
dX(t) = k(B — X(t))dt + odS

AR(1) drifid 4fram med stable-dreifingu, heavy-tail



Ndnari skooun a hazard-fallinu

o Hazardfallid lysir yfirvofandi (lifs)haettu.

e Tengsl dreififalls liftima T, P(T < t) = F(t), péttifalls
liftimans, 7(t) og hazard fallsins eru:

F(t)=1—exp~ 0o X% X\(t) = £(t)/(1 — F(1)).

e Arid 1825 sagdi Gompertz ad hazard-fall fyrir liftima manna
(sumir segja allra lifvera) sé:

)\(t) = A + alexp(ag t)
\A,J %,_/
B

e Lidur A er dhzetta 6had aldri og lidur B er slitahatta.



FEinfalt hermunardemi um liftima
Veit ad vaentanlega aevilengd er ramlega 80 ar fyrir konur og
taeplega 80 ar fyrir karlmenn.

Veit ad lifshaetta karla er um pad bil tvofold lifshaetta kvenna
Gt aevina.

Geri rad fyrir fastri lifshaettu fram yfir 40 ara aldur en sidan ad
lifshaettan tvofaldist & akvedu arabili.

Vel eftirfarandi fyrir konur (female-mortality):

\ [ A =0.0004 t< t0=40
rm(t) = Ao2(t=10)/6 5 t0

Fyrir karla, Am m(t) = 1.8Af m(t).
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Fevilengd 10.000 kvenna

FEvilengd 10,000 karla

® Medaldanaraldur kvenna 83 ar
® 2% kvenna deyr fyrir 48 ara aldur.

® Medaldanaraldur karla er 78 ar.
® 4% karla deyr fyrir 48 ara aldur.



Haettur sem stedja ad konum

) Af,d(t)dt + Ay m(t)dt
Ogiftar < Giftar

T
Af p(t)dt

AN
Af,m(t)A‘ % m(t)dt

Danar




Hvernig d a0 gera likan fyrir hjonabandsdahcettuna?

e Vandamal ad pad eru tvd kyn. Hvernig hegda kynin sér?
Flestir leysa hlutina med one-sex nalgun.

e Lausn min er ad taka eitthver hazard fall fyrir konur. Sidan
fyrir hverja konu para hana vid ,,naleegan mann” med einhverri
formalu.

e Eg tok hazard-falla ar 40 ara tryggingafaerdiglésum fra
Kaupmannahofn. (Beregningsgrundlag G-82)

(t—24 2

)
Af.p(t) = 0.13 x 1020012
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Hvao ndlegur madur?
e [ pessari tilraun var nalaeegur=nalagur i aldri.
o Ef gefid var ad kona & aldri ¢ gifti sig pa var aldur mannsins:
Tm= a0+ aitr + €.

e Gengid var Gt fra ad stadalfravik e veeri fall af tf og ad
dreifingin veeri tiltekin gammadreifing (til ad fa matulegt
skewness). Giskad at fra pekktum gégnum.
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I hjénabandi er karlinn oftar eldri.

Hjénabandid ma lita & sem efnahagsbandalag. Hjona skipta
med s sér verkum pannig ad tekjur hamarkist. Pa er
skynsamlegt ad lata pann adila sem er lengra kominn &
aldurskarfinni (med haerra kaup) vinna meira.

Hugsalegt er ad ogiftir einstaklingar préi tekjur sinar med:

L(t) = (1+ X(t))
dX(t) = k(B — X(t))dt + o XdW

Pegar hjonabandid hefst er liklegt ad eldri einstaklingurinn sé
med harra X. Hjonin geta e.t.v. akvedid ad skipta pannig
med sér verkum ad [ verdi harri og e.t.v einnig ad
klifurstudullinn x verdi staerri. Lagt o hatt x gefa moguleika a
mjog haum launm.



e Ef gefnir eru n aldursflokkar pa eru & hverju tima er astand
mannfjoldans & eftirfarandi formi:

M(t) = [My(t),...,M,(t)] einhleypir karlar
F(t) = [Fi(t),..., Fa(t)] einhleypar konur

MF171(I') MF172 s MFL,,(I')

MFor(t) - - MFa(t
MF(t) = 2',1( ) | 2 (t)

MFn,l(t) - - /\/]an

MEF; j(t)=fjoldi hjona & tima t par sem karl er i ara og kona er
J ara.



e Eyjolfur Sigurdsson (2010) metur laun eftir hjénabandsstétt.
Giftir | Ogiftir
Karlar | 2.6 1.65
Konur | 1.75 1.55

Tafla 1: Laun kynja eftir hjénabandsstétt.

Med pvi ad lata k og 8 vera mismunandi milli hjéna er hagt
ad fa svona medaltol at & ymsa vegu.



Tengsl hjonabands og mortalitets

Dar



Tengsl hjonabands og mortalitets

e Til eru gogn (ca. 60-100 punktar) fra Ensku biskupakirkjunni
og Enska landlaknisembaettinu sem syna fylgni milli mortalitets
og markadshlutdeildar kirkunnar i bradkaupum (p<0.05).



Tengsl hjonabands og mortalitets

e Til eru gogn (ca. 60-100 punktar) fra Ensku biskupakirkjunni
og Enska landlaknisembaettinu sem syna fylgni milli mortalitets
og markadshlutdeildar kirkunnar i bradkaupum (p<0.05).

e betta eru vandadar stofnanir med g6d gogn



Tengsl hjonabands og mortalitets

e Til eru gogn (ca. 60-100 punktar) fra Ensku biskupakirkjunni
og Enska landlaknisembaettinu sem syna fylgni milli mortalitets
og markadshlutdeildar kirkunnar i bradkaupum (p<0.05).

e betta eru vandadar stofnanir med g6d gogn

e Utkoman fraegt nonsense pvi ekki var notad timaradalikan



Ekkv sla saman misleitum hopum
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Ekki sla saman masleitum hopum

Ha laun Lag laun
Karlar 18 12
Konur 7 3

Tafla 2: Launadreifing i fyrirtzeki
A. 70% kvenna med ha laun, 60%
karla med ha laun.



Ekki sla saman masleitum hopum

Ha laun Lag laun Ha laun Lag laun
Karlar 18 12 Karlar 2 8
Konur 7 3 Konur 9 21

Tafla 2: Launadreifing i fyrirtaeki
A. 70% kvenna med ha laun, 60%
karla med ha laun.

Tafla 3: Launadreifing 1 fyrirtaeki
B. 30% kvenna med ha laun, 20%
karla med ha laun.



Ekki sla saman masleitum hopum

Ha laun Lag laun Ha laun Lag laun
Karlar 18 12 Karlar 2 8
Konur 7 3 Konur 9 21

Tafla 2: Launadreifing i fyrirtaeki Tafla 3: Launadreifing 1 fyrirtaeki
A. 70% kvenna med ha laun, 60%  B. 30% kvenna med ha laun, 20%
karla med ha laun. karla med ha laun.

Ha laun Lag laun
Karlar 20 20
Konur 16 24

Tafla 4: Launadreifing i fyrirtzekjum A+B. 40% kvenna med ha laun,
50% karla med ha laun.



Cumulative Hazard

Aheettur milli margra flokka
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Lokaoro

e Markov likon eru stér flokkur likana.
e Vid dynamisk vandamal & ad nota timaradalikon.

e | bayesiskri tolfraedi gagnast Markov-kedjur vid hermanir 4
floknum ,,a posteriori” dreifingum. Eg atladi ad syna
,line"-deemid (regression med 5 punktum) en akvad ad ekki
vaeri plass.
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