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Hvad er short memory?

@ Vid kunnum fraedin um linulegar diffurjéfnur

dy =y’ = ay finnum fallid y(t)
y(t) = exp(at)y(0)C.
o [ timaradafreedum er samsvarandi AR(1), likan:
Yi =9¢Yi1 ter,
_Yt—l —Yt_]_
AY: = (¢ —1)Yi1 + ey,
E(gt) = 07 V(gt) = 027 E(Etgs) - 0) ef t 7é S,

o0

Y(t)=> ¢er .

J=0
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o Linulegar diffurjofnur/mismunajéfnur, einkennast af ,veldisminnkun"
efa<l, edap—1<1.

o Sjalffylgni i AR(1) er a forminu, . b.e.tengslin:
E(Y:|Ys)

veikjast i veldistakti med vaxandi |t — s].
e AR(1) i samfelldum tima algerlega hlidstaett:

dY = aYdt +odW, W(t) Wiener ferli,

Y (t) = exp(at) Y(0) + o exp(at) /Ot exp(—as)dW(s).

o Uvikkast i margar viddir og floknari sjalffyingistraktar, ARMA.
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ARMA likdn

o [ strjalum tima:
Yi=¢1Ye1+ -+ 0pYept+er — 01601+ -+ 04ct—q,
@ og i samfelldum tima:

Y(t) = ar YD&)+ + o, YO (1) +
dW + BLW@(t) 4+ + BqW(qH)(t).

Heér taknar YU) j-tu afleidu. Petta er ad sjalfsogdu formlegt pvi W(t)
er ekki diffranlegt, hvad pa ad til séu haerri afleidur. Petta mal
skilgreina rétt & state-space formi.

Helgi Témasson helgito®hi.is Long-memory likén 3. mars 2022 4/15



Spectral eiginleikar

@ Pad getur verid hentugt ad vinna med operatora, L eda B, lag eda
backward operator i stjralum tima og D diffur operator i samfelldum
tima.

LY, = BY; = Yi_1, DY(t) = Y'(¢).

@ Pad er stundum hentugt ad setja ARMA hreyfimynstur fram a
margliduformi:
®(L)Y; = ©(L)et, i strjalum tima og
A(D)Y(t) = B(D)dW(t), i samfelldum tima.
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e Varians af rétt skdludu Fourier-transformi er kalla spectralfall og form

spektralfalls ARMA ferlis er sérlega hentugt.

02 |©(exp(iw))|?
f — { strial .
y(w) 27 [(exp(ic) 2] I strjalum tima og
o? |B(iw)|*
f i samfell ima.
y(w) 27 (AW i samfelldum tima

@ betta eru raed foll (rational spectrum).
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@ Spectral fallid inniheldur allar upplysingar um hreyfimynstur ARMA
ferlisins og er jafngilt auto-covariance fallinu.

o Gagnlegur eiginleiki er ad ef hreyfimynstur tveggja (6hadra) ferla er
bekktur ba er audvelt ad leida at hreyfimynstur summu peirra.

o T.d. ef Yi(t) og Ya(t) eru 6hadir AR(1) i samfelldum tima:

le(t) = Q1 Yl(t)dt + O'1dW1(1.') og
dYQ(t) = Qo Yl(t)dt + O'QdWQ(t),

@ baer:

fY1+Y2(w) = le (w) + sz(w) =
2 2

op 1 op 1 5, be. ARMA(2,1).

+ a5

2rw? + a2 27 w?
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ARIMA

o Ef marglidurnar ®(z) eda A(z) hafa akvednaeiginleika, raetur ¢ utan
einingahrings, eda raetur A med neikvadan rauntdluhluta pa gildir ad:

V(Y)= / f(w)dw < oo, integral yfir videigandi mork,

auto-covariance og spektralfallid bara fall af féstum parametrum,
b.e.ferli weakly-stationary.

o Grafisk skodun ganga leidir i ljés ad ésennilegt er ad undirliggjandi
ferlar séu stationary.

o Fraeg bok, Box & Jenkins (1976), lagdi til ad i stad pess ad vinna med
maelingar & Y; beint, vaeri A9Y; = (1 — L)9Y; skodad.

o Slik ferli voru kollud ARIMA(p,d,q)

o Adferdafraedin gengur m.a. Gt ad skoda trtaks ACF og PACF fyrir
A2y, og reyna sidan ad giska 4 p, d, q. Midad var vid ad préfa
d=0,1,2,...
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Vitad er ad fyrir random-walk, ARIMA(0,1,0) einkennsist ACF af
beinni linu, en fyrir stationary ARMA(p,0,q) ferla einkennist ACF af ad
minnta kosti veldisminnkun.

@ Er eitthvad til parna & milli? Er brotdiffrun méguleg?

e Ja. Madur getur skodad binomial-atvikunna & (1 — L)?, par sem d er
brot.

(1 — L)dYt =& =€t + ijgt—ﬁ
=1
d(1+d)--(j—1+d)
Y= i :

@ Svona Y; hefur marglidu minnkun i ACF.

@ Spectralfallid fy(w) er oo fyrir w =0, en ef —1/2 < d < 1/2 gildir ad
V(Y:) = [ f(w)dw < oo, b.e. Y; er stationary.
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ARFIMA

@ Hvernig datt monnum petta i hug?

e Vatnaverkfraedingur Hurst (1951) var ad athuga fl6dahaed i Nil i
nokkrar aldir og tali sig sja pélynémial leekkun a ACF.

o | random-walk i samfelldum tima (Brown/Wiener-ferli) gildir ad:

E(W(t)W(s)) =c%(t —s), t>s>0.

Hugmynd Hurst var sett fram:
E(Wy(t)Wh(s)) = o?/2(t* + s* — (t — s)?H), t>s>0.

H er kallad Hurst exponent og d = H — 1/2.

W(t+ 1) — W(t) er kallad ,white-noise", og ef Wy er normal-dreift
er Wy(t+1) — Wy(t) kallad ,fractional Gaussian noise".
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@ Spectralfall ARIMA(p,d,q) er & forminu:

24 |0 exp(w)[®

0_2
f(w) - —|(1 — exp(iW)| ‘q)(iexp(u.i))’2

2w

long—memory
o ARFIMA(p,d,q) med 0 < d < 1/2 hefur pann eiginleika ad f(0) = oo,
[ f(w)dw = VAR(Y(t)) og auto-covariancar (k)
o Likindafraedilega eru petta ekki Markov margingales (ef d < 1/2).

o Tolfredilegur vandi er ad giska & d (og ¢;,0; og o at fra meelingum.

@ Vegna bess hve malingar eru hadar verda alyktanir um t.d. medaltal
uw= E(Y(t)) og bydingu ytri sterda frabrugdnar hefdbundinni
alyktanafraedi.
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Ymsar Gtvikkanir og hagnytingar

e Baillie & Chung (2002) skoda arhringi ar trjam.
e Chan & Palma (1998) syna state-space nalgun.

e Comte & Renault (1996) syna hvernig megi skilgreina fractional W i
samfelldum tima i mérgum viddum.
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Nokkur R forrit

@ longmemo arfima artfima LongMemoryTS fracdiff, rugarch, forecast
garma, vgam, waveslim, tsvge, o.s.frv.

o garma=Gegenbauer-ARMA, Gegenbauer er adkvedin fjoldskylda af
marglidum. Gegenbauer ARMA leyfir 6endanlegt spectur i fleiri
tidnum en 0, t.d. vegna arstida.
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Ad reikna spectral fall
@ R-skipanir til ad reikna spectral density fyrir ARFIMA(0,d,0).

lam=0.2

d=0.3

sigmax=1

fspec=function(lam){return(sigmax*1/(2*pi)*
(2%abs(sin(lam/2)) )~ (-(2xd)))}

#

#

# Ur Beran, 1994, bls. 63

@ Med ljétri algebru ma finna auto-covariance fallid. R skipanir:
k=2

sigmax=1

gam=function (k) {
return(sigmax* (-1) “k*gamma (1-2*d) / (gamma (k-d+1) *
gamma (1-k-d)))

}
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Spectral formulur

o Ef Y hefur akvedid spectral fall ma reikna V/(Y:), med formalu 3.11 i
spectal hefti:

2xintegrate(fspec,0.000001,pi)$value
[1] 1.316456

@ Pad ma stadfesta ad vormalan fyrir auto-covariance-fallinu er rétt og
reikna 7p.

gam(0)
[1] 1.316456

@ Hvers vegna var integralid ekki fra 07
@ Forritid jofnu 3.10 i hefti og reiknid t.d. ~(1).
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