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1 Inngangur

Hugtakio dreifing er notad til ad lysa pvi ad ekki eru allir einstaklingar i tilteknu pyoi
(population) eins. T bessari grein er markmidid ad velta upp nokkrum atridum er varda
launa- og/eda tekjudreifingar og hvad parf ad hafa i huga vio umfjéllun peirra. Hugtakio,
launa- og/eda tekjudreifing er politiskt rafmagnad og stundum gefid i skyn ad form dreif-
ingarinnar sé einhvers konar mealistika & ranglaeti. Hér verour ekkert fjallad um hvad sé
réttlat dreifing, heldur einungis hlutlaegar skilgreiningar og hvers vaenta méa vegna tolfraedi-
legra 16gmala. Til ad geta tjad sig med hlutleegum haetti er naudsynlegt hafa ndkvaemar
skilgreiningar. Gera parf grein fyrir hvad sé att vid med hugtokum eins og launum og
tekjum. Med launum er venjulega att vid tekjufleedi sem akvardast af framlagi einstaklings
4 vinnumarkadi. Me0 tekjum er att vid heildarfladid pegar eigna/fjarmagnstekjum hefur
veri0 baetti vio launin. Laun eru { edli sinu jakvaed steerd, en eignatekjur geta falio i sér
soluhagna0 eda solutap. Pad a0 eignatekjur geti verid neikvaedar gerir medhondlun peirra
floknari.

I pessari grein eru ekki medhoéndlud raunveruleg gogn, i stad pess er dherslan & pa krafta
sem kunna ad liggja baki raunverulegum gognum. Ekki er fjallad um ahrif af hugsanlegum
neikvaeedum eignatekjum. Pegar raett eru um dreifingar parf ad liggja fyrir hvad dreifing
er.Dreifing er til deemis skipting endanlegra gae0a milli einstaklinga. Allar slikar skiptingar
eru 1 e0li sinu skolud likindindadreifing, p.e. ad magn heildargada er 1. Hugtakio likinda-
dreifing er staerofraeedihugtak. Pad mé lita & allar skiptingar 4 magni sem likindadreifingar.
Notkun & hugtokum tr likindafraedi byour upp & sterdfraedilegar rokvissar adferdir vid
ad lysa dreifingum almennt. Visindamenn nota likon (model) til ad skerpa tjaningu sina
um tiltekin fyrirbaeri. Likan 4 a0 geta endurspeglad dkvedna eiginleika tengda visindalegu
vandamali. Ymis grundvallaratridi verdur ad hafa i huga pegar likan er hannad. Pegar
talad er um tolfraedileg likan er stundum &att vid einhvers konar likindadreifingu sem notud
er til a0 gera grein fyrir breytileika i umhverfinu. Hagnyt tolfreedivinna gengur ut a ao
tengja meaelingar og fraedilega likindadreifingu. Ekki er raunhaeft ad atla ad fyrir sérhvert
fyrirbeeri sé haegt ad finna einfalda steerdfraediformilu sem gefi taemandi lysingu & fyrir-
barinu. Hins vegar er i morgum tilfellum haegt a0 finna vidunandi nalgun fyrir afmorkuo
vandamal. Einnig studlar likanasmidin ad 6gudum kerfisbundnum vinnubrogoum. Einn af
freegustu tolfraeedingum 20. aldar 16t hafa eftir sér: ) All models are wrong, some are useful”
(Box, 1979).

Mikilveegt er ad atta sig 4 hver tilgangurinn er med likanasmidinni. Draper & Smith
(1966) hugsa sér prjar meginstefnur sem visindamadur eigi ad hafa i huga vio gero likans:

1. The functional model
2. The control model
3. The predictive model

Meo flokki 1 er 4tt vio likan sem lysir algerlega einhverju kerfi. Me0 flokki 2 er att vid likan
sem nota mé vid styringu, p.e. ad einangradur er pattur sem hefur ahrif 4 tiltekna utkomu.



Meo flokki 3 er att vid a0 haegt sé ad hanna likan sem i einhverjum skilningi segir til um
framtidina. Vid rannsoknir & tekjudreifingum og préoun peirra hefur nalgunin oftast byggst
4 einu af premur eftirfarandi atridum: 1) Staerdfraedilegur lipurleiki i fyrirrami, b.e. ad
dreifing sé skilgreind med faum stikum, fallform dreifingarinnar sé medfeerilegt o.s.frv. 2)
A9 dreifingin sem valin er sé vel studd fraedilega, med hagfraedilegum og staerofraedilegum
rokum. 3) A9 dreifingin falli vel ad maelingum.

I pessari grein er farin eins konar kennslubokarleid, p.e. ad nota einfaldad vidmidunar-
likan til a0 lysa pattum sem geta verid mikilvaegir fyrir myndun og préun tekjudreifinga.
Tilgangurinn er ad reyna ad varpa ljosi 4 hvao atrioi skipta mali pegar raett eru um tekju-
dreifingar.

Hvad er jofnudur/6jofnudur? Hvernig mé lysa breytileika med einni t6lu? Sidar eru
rakin nokkur atridi sem vert er a0 hafa i huga vardandi pad pann vanda a0 lysa jofnudi
i dreifingu med einni to6lu. Vinsaell kvardi, Gini-studullinn, er ttskyrour med vidmioun-
ardemi. Gini-studullinn er hlutfallslegur eins og ymsir adrir kvaroar. Pegar talad er um
hlutfallsleg fataektarmork pa er ekki tekid tillit til pess hvernig peir einstaklingar sem eru
undir fataektarmorkum lifa. Vel maetti hugsa sér kvarda sem ekki eru hlutfallslegir, eins og
til deemis pad hlutfall einstaklinga sem ekki hefur efni & vatnsglasi og braudsneio & dag.

Hvao er hreyfing? Proun i tima er samsett tr fyrirsjadanlegum atridum annars vegar og
ofyrirsjaanlegum atridum hins vegar. Fyrirsjdanleg atrioi eru sett fram med falli af tima
an allrar ovissu. Ofyrirsjaanleg atridi er breytur med 6vissri atkomu. Runur slika breyta
eru stundum nefndar slembiferli (stochastic process). Einfaldasta gerd slembiferlis er runa
af 6hadum happdraettum. Ohadur hér pydir ad atkomur ar fyrri happdraettum hafa ekki
ahrif & vinningslikur { nsestu happdraettum. Ef lidnar dtkomur hafa dhrif & vinningslikur
framtioar er ferlid ekki lengur runa af 6hadum happdraettum. Ef visindamenn telja a0 slik
tengsl séu raunheaef parf ad byggja slikt inn { likan.

Vinnumarkaour er samsettur tr misstorum kynslooum. Heefni og vilji einstaklinga til
ad afla tekna er hadur aldri. Pvi er naudsynlegt a0 hugleida lyofraedilega proun pegar
tekjudreifingar eru skodadar.

Einfalt likan hefur pann kost ad pad er audskilid, en jafnframt pann 6kost ad vera
ekki mjog raunheft. Raunheefara likan, byggt & einfaldri staerofraedi, verour fljott flokio
sem gerir yfirsyn mun erfidari. Med floknari steerofraedi ma setja floknari veruleika fram
med skyrum hatti. Slik framsetning gerir hins vegar meiri kréfur til lesandans. Sidar er
lauslega reifud hugsanleg braut i likanasmioi pegar gert er rad fyrir ad laun taki gildi & bili
og hreyfist i samfelldum tima.

Gogn eru ekki upplysingar. Upplysingar eru maelikvardi 4 hversu nakvaemlega er haegt
ad alykta um stika i tolfreedilegu likani. Odhugaverdar breytur geta truflad alyktun. Naud-
synlegt er a0 leiorétta fyrir 6llum pattum sem geta haft dhrif. Leiorétting fyrir truflandi
pattum er framkveemd pannig ad stikar eru metnir eda leystir it ar likani med vérpunum
(transformations). Sé ekki leiorétt fyrir truflandi pattum bjagast mat & dhrifum &huga-
verdra breyta.



2 Hlutfallslegir kvardar

Somu atrioi og gilda almennt um likindadreifingar gilda um launadreifingar. Eins og um
aorar dreifingar eru hugtok eins og veentanlegt gildi, x4, og stadalfravik, o, mikilvaeg:

p=ECX) = [ (@)s

o= VVX) = VEX — i = \/ [ weras

Hér er fallio f, péttifall (density function) hendingarinnar (random variable) X. Mest not-
adi einstaki meelikvardinn & breytileika (6j6fnud) er an efa stadalfravik, o = \/E(X — p)2.
Ymis konar veegi koma til greina, svo sem medalfravik fra medaltali £(|X — p|). Einnig
hafa hlutfallskvardar verio notadar, t.d. hlutfall stadalfraviks af medaltali, o/p ( fraviks-
hlutfalls, e: coefficient of variation). Slikir kvardar hafa pbann galla ad veegin (moments),
medaltol, stadalfravik o.s.frv. verda ad vera til.

Kvantill dreifingar F, z, er skilgreint med x, = F~!(q), bar sem F~' er andhverfa
dreififalls dreifingarinnar. Petta pyoir 100q% eru fyrir nedan z,. Kvantilabil (z,, z1_,) eda
kvantilahlutfoll x,_,/z, eru hugsanlegir kvardar 4 dreifingu. Kvantilar hafa pann eiginleika
a0 peir breytast ekki b6 teygt sé & dreifingunni t.d. fyrir ofan x;_,, b.e. beir eru énaemir
fyrir hreyfingum innan peirra flokka sem beir skilgreina. Peir lysa pvi mjog takmorkudum
eiginleikum dreifingarinnar. Pvi hafa verid proadir kvardar sem vega saman fleiri eiginleika
dreifingarinnar.

Langbekktasti kvardinn sem notadur er vid lysingu & tekjudreifingum er an efa Gini-
stuoullinn: Ef medaltal jadkveedrar hendingar X er p b4 meelir fallio:

Jo sf(s)ds

G(z) = #,

medaltal peirra sem eru med laegra gildi en x sem hlutfall af medaltali allra. Grafid

(F(x),G(x)) bar sem

P - | f(s)ds,

er dreififall X, er kallad Lorenz-kirfa, sja mynd 1. Gini studullinn, g, er tviéfalt flatarmal
svaedis & milli Lorenz-karvunnar og beinnar linu med hallatolu 1 (Lorenz-kirvu jafnrar

dreifingar). Med hlutheildun ma fa ao:
Jo (1= F(s))?ds
(- F(s))ds
Audvelt er bvi ad sja ad Gini-studull fyrir allar veldisdreifingar er 1/2, 6hao gildi & stika

dreifingarinnar. Mynd 1 synir Lorenz-kurvur veldisdreifingar og jafnrar dreifingar. Gini-
stuoul mé tilka sem samanburd & tiltekinni dreifingu og jafnri dreifingu. Gini-studullinn
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Mynd 1: Obrotna linan er Lorenz-kirva jafnrar dreifingar, brotna linan er Lorenz-karva
veldisdreifingar. A taknar flatarmalid 4 milli kirvanna. Gini—=2A sem er 1/2 fyrir allar
exponential dreifingar.

er tvofalt flatarmal milli Lorenz-kurfu dreifinganna. Fyrir Pareto dreifingu gildir ad:
2(a—1)

200 —1 "~
Til a0 veentanlegt gildi Pareto dreifingar sé til er o > 1 naudsynlegt og til ad stadalfravik sé
til er & > 2 naudsynlegt, b.e. g < 1/3. Gini studull hefur einungis merkingu fyrir dreifingar
par sem meoaltal er skilgreint og pvi 1jost ad fyrir Pareto-dreifingu med skilgreint medaltal

gildir a0 g < 1/2. Notkun & Pareto dreifingu setur pvi dkveonar skordour & hvada gildi
Gini-studullinn getur tekid. Fyrir Weibull dreifingu er Gini-studullinn

g=1-(1/2)""

g=1-

Veldisdreifing er sértilfelli af Weibull dreifingu, v = 1, og bvi er Weibull dreifingin jafnari
en veldisdreifing (b.e. g < 1/2), ef v > 1. T.d. ef 7y =2 bé er g ~ 0, 29.
Ginistudullinn er skélud medalfjarlzegd milli tveggja einstaklinga,
_LE(X ~Y])
L
Heér ef fjarlaegd maeld med tolugildisfraviki. Tolugildisfravik er oft kallad L;-norm. I hag-

nytri tolfraedi er oft notast vio kvadratfravik, sa fjarleegdarkvaroi, er til samraemis nefndur
Ly-norm. Studull sem er hlidstaedur Gini-studlinum en byggir & Lo-normi er:
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oV =2 ,

sem er vel pekkt undir heitinu ,coefficient-of-variation”. Augljoslega ma alhaefa pessa
formulu og reikna

[BYIX — VP
'L[/ Y
eda a0 byggja & L., melikvarda og reikna

%(xma:v - xmm)

'L[/ Y
bar sem x4, er steersta mogulega gildi og x,,;, er minnsta mogulega gildi. Gini-studullinn
hefur pann kost a0 ef medaltal er til pa er haegt ad reikna hann. CV-studullin krefst pess ad
FE(X?) < oo sé til. Naudsynleg forsenda bess ad L, meelikvardi sé nothaefur ba parf E(X?)
a0 vera til. Augljost er ad sa kvaroi sem byggir L., kvarda er ekki nothaefur nema a0 til séu
haesta gildi og laegsta gildi. Samanburdarhsefni kvarda sem byggja &4 L, fjarleegdarmali er
had pvi a0 fjarleegdir séu endanlegar. Ef dreifing hefur ,pungan hala”, b.e. E(|X|P) = oo,

er ekki heegt ad tala um medalmun milli tveggja einstaklinga maldan med L, kvarda.

Adrir kvardar sem stungio hefur verio upp & fyrir tekjudreifingar eru t.d. Atkinsson-

studullinn:
00 1/(1—e)
/ a:l_af(:c)dx} )
0

1
A:l——{
i

Kolm-studullinn:

Stog | [ eon(ttu - an sz,

og Theil-studullinn:

K =

__ B [TE_en
T_1+ﬁ/0 (,u )P f(x)dx.

Studlarnir £ og [ setja akvednar vogir a tiltekna hluta dreifingarinnar.
[ bokum um tekjudreifingar eru tilgreindir ymsir aeskilegir eiginleikar sem meelikvardar
4 jofnud (6j6fnud) settu ad hafa:

e AQ vera ekki fall af medaltali, p.e. ef 61l laun eru tvofolduo eetti pad ekki ad hafa
ahrif 4 kvardann.

e Staerd pyois 4 ekki ad skipta mali.



e Ef tveir einstaklingar skiptast & launum & paod ekki a0 hafa ahrif 4 kvardann.
e Pap ao feera fra ,rikum?” til ,fataeks” 4 ad minnka maldan 6j6fnud
e DPap @tti a0 vera haegt ad sundurlioa breytileikann, t.d. eitthvao i likingu vio ANOVA.

Gini-studullinn uppfyllir fyrstu fjogur skilyroin en ekki pad fimmta. Pad eru til maelikvardar
sem uppfylla 61l skilyrdin.Sumir peirra, eins og t.d. Kolm og Atkinson, sem byggja & upp-
lysingafraedi (enska: information theory) eru e.t.v. ekki eins audskildir og Gini-studullinn,
en geta veri0 hentugri, t.d. ef ad sundurlida & pydi 1 hopa eda tekjur i tegundir tekna.
Cowell & Victoria-Feser (1996) syna néanari utfzerslu og setja fram nokkra moguleika sem
eru sundurlidanlegir.

Einfalt deemi um Gini-studul

Gert er ra0 fyrir a0 einungis séu tveir launaflokkar, [ og h, 0 < | < h. Ef likur & a0
einstaklingur X sé i launaflokki h eru P(X = h) = p, = p og i launaflokki [ P(X =1) =
1 —pr=1—p, ba er Gini-studull dreifingarinnar

_ (h=Dp(1 —p)
ph+(1=p)l
Ef launadreifingin er lik dtkomu i happdraetti par sem vinningurinn A er { hlufalli vid
1/pn >~ 0 o0gl~0,ba er ljost ad:
~h 1/h
~1/h h+0" 7
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b.e. a0 vinningshafinn { happdrattinu faer nanast allan pottinn.

3 Hreyfimynstur

Laun einstaklinga proast yfir &vina. Tilfeersla einstaklings milli launaflokka byggir 4 blondu
af heppni og uppsafnadri reynslu. Pao ad lita 4 launapréun einstaklings sem runu af 6hadum
happdraettum er ekki raunhaeft par sem laun einstaklings 4 hverjum timapunkti eru hao
launum hans 4 fyrri timapunktum. S4 einstaklingur sem er mjog haefur i dag, er pao liklega
einnig i ndnustu framtio. Til ad geta beitt steerofraedilegum roksemdum er hreyfimynstri
oft 1yst med likonum sem byggja & einhvers konar diffurjéfnum eda mismunajéfnum. Pad
ad nota slembin (stochastic) likon er staerdfraedileg leio til ad nalga edli dvissrar prounar.
[ pessari grein er gengid tt fra einfoldu deemi par sem adeins er gert rad fyrir tveim
launaflokkum, [ og h, bar sem [ < h. Einstaklingur getur farid & milli flokkanna en gert er
rad fyrir dkvedinni tregdu, p.e. ad halaunadur einstaklingur hefur tilhneigingu til ad vera
afram halaunaour. Mdoguleg einféldun & sliku hreyfimynstri er a0 gera rad fyrir ad minnio



sé takmarkad. Med takmorkudu minni er att vio ad einungis nylioin fortio skipti mali. I
likindafraedi er petta kallad Markov-eiginleiki. Hefobundin framsetningarmaéti er:

P(Xt+1 = $t+1|Xt =Ty, X1 = Tp_1 - ) = P(Xt+1 = $t+1|Xt = xt)

(. 4 (. 4
~~ ~~

A B

Hér taknar vinstri hlio jofnunnar, A, likur & a0 tekjurnar X;,;, & tima ¢ + 1 taki gildio
Zyi1, gefin Ol fortidin. Heaegri hlidin, B, tadknar likur 4 ad peer taki gildio, z;, 1, gefid ad
sidasta gildi sé z;. Markov-eiginleikinn segir a0 A = B, b.e. ad allar upplysingar um ahrif
sogunnar séu i nyjasta gildinu.

Hreyfimynstur i einféldu daemi

Gert er a0 fyrir ad laun séu annad hvort ha, h, eda lag [. Einnig er gert rad fyrir ad likur
4 ad vera i haum flokki & tima ¢ + 1 séu fall af peim launaflokki sem vidokomandi var i &
tima t. Likur & ad halaunadur einstaklingur & tima ¢ sé einnig halaunadur & tima ¢t + 1 eru
taknadar gy, og likur & ad laglaunadur einstaklingur & tima ¢ sé einnig laglaunadur 4 tima
t+1 eru gy. Dreifingin & tima 0 er tdknud med pj o og pro = 1 — pro. Einfold likindafraedi
gefur ad likur 4 a0 einstaklingur valinn af handahofi sé halaunadur & tima ¢t = 1 séu

Pra = qrnPho + (1 — qu)pio,
og laglaunadur a tima 1,
i1 = (1 = qun)Pno + qupio-
Petta er paegilegt a0 setja fram 4 4 fylkjaformi:

Py | _ Ghh I —qu Ph,0
bia 1 — qgnn qu Do '
—— AN —

.

P T Po
Vio pad a0 fara ur tima ¢t = 0 og i tima ¢ = 1 hefur tilfzerslufylkio, T', breytt dreifingunni
ur p, i p;. Hafi upphafsdreifingin til deemis verid p, = (0, 1), b.e. a0 allir hafi verid med
lag laun ba er dreifingin & tima 1 p; = (1 — qu, qu). Breytileiki dreifingarinnar sem var
enginn { p, er bvi jakveedur i p;. Audvelt er ad reikna Gini-studul fyrir p, og p,. I bessu
Markov likani er til jafnveegisdreifing, p.e. dreifing sem tilfaerslufylkid, T' heldur fastri. Pa
dreifingu mé finna meo pvi ad leysa jofnuna

Tp =p.

Eiginvektor fylkisins T" med eigingildi 1 verour pvi jafnvaegisdreifingin. Audvelt er ad syna
a0 su dreifing, p_ er:

5 1 —qu

_ — qu — 4hh

Poo = 1 — qgnn
2 —qu — qnhn



Til deemis mé hugsa sér kerfi par sem likur 4 a0 halaunadur einstaklingur haldist hé-
launadur milli timabila séu g, = 0,8 og ad laglaunadur einstaklingur haldist laglaunadur
milli timabila séu g; = 0,9. Proun dreifingar pessa kerfis fyrstu 8 timabilanna er lyst {
toflu 1.

Do D1 D2 D3 D4 Ds De D7
h 0,0 0,10 0,17 0,22 0,25 0,28 0,28 0,29
[ 1,0 09 083 0,78 0,75 0,72 0,72 0,71

Tafla 1: Proun launadreifingar i tima.

Vel mé hugsa sér ad dalkarnir 8 1 t6flu 1 séu 5 ara timabil, p.e. ad taflan lysi launadreif-
ingu { 40 ara sogu kynslodar. Jafnvaegisdreifingin er ad 0,33 séu halaunadir. Mynd 2 synir
proun Gini-studulsins innan kynsl6dar midad vio petta hreyfimynstur og upphafsdreifing-
una ,allir laglaunadir”.

Gini-studull innan kynslédar

Gini
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Mynd 2: Préoun Gini-studuls innan kynsl6dar.

Champernowne (1953) rekur floknara deemi i freegri grein. Hann gengur 1t fra akvednu
hreyfimynstri { logaritma af tekjum einstaklinga i pydi og synir a0 jafnvaegisdreifingin verdur
Pareto-dreifing. Me0 hugtakinu jafnveegisdreifing er att vio pa dreifingu sem hreyfimynstrio
heldur fastri. I sumum tilfellum er haegt ad leida ba jafnveegisdreifingu tt (Bhattacharya
& Waymire, 1990). I D-ritgerd (eins konar mastersritgerd) fékkst hofundur vido Markov
likan fyrir tekjuproun ssenskra karlkyns launpega (Témasson, 1980). Par var reiknud tut
jafnveegisdreifing og virtist hin svipud og meeld dreifing.



Edlisfraedingarnir Dragulescu & Yakovenko (2003) flytja mal sitt 4 pann hatt ad jafnvaeg-
isdreifing orku fylgi logmali Boltzmann-Gibbs, sem er veldisdreifing (exponential distributi-
on). Pad byggir 4 16gmalinu um varoveislu orkunnar, b.e. ad orka fyrir og eftir breytingu
sé st sama. P.e. my + my = m} + m), og slikt hido sama gildi um fjarmuni. Peir hugsa sér
sidan ad Bandarikin séu pr6ao land meo tveim fyrirvinnum i heimili. Tekjudreifing hvorrar
fyrirvinnu setti ad vera veldisdreifd samkvemt 16gmali Boltzmann-Gibbs og summa tveggja
o6hédra veldisdreifora hendinga er dkvedin gammadreifing. St gammadreifing hefur gini-
studul 3/8. Peir athugudu sidan gogn fra bandariskum skattayfirvoldum og fengu ad trtaks
gini-studullinn fyrir fjolskyldutekjur er nalsegt 3/8. Peir hafa einnig unnio svipad verk med
breskum gognum (Dragulescu & Yakovenko, 2001)

A hverjum tima samanstendur pydi af safni misgamalla einstaklinga. A hverju ari sem
lidur eldist einstaklingur um eitt ar. Ef n(a,t) tdknar fjolda einstaklinga & aldri @ & tima
t, mé lysa proun { mannfjolda med

n(a+1,t+1) =n(a,t)(1 —d(a,t)),

bar sem d(a, t) er hlutfall einstaklinga & aldri a sem deyja & tima ¢ (peirra sem eru lifa tima
t en deyja fyrir tima t 4 1).

Ahrif misstérra kynsloda i einféldu deemi

Steerd kynslooda er breytileg og pvi orsakar proun 1 kynslédarstaerd proun i jofnudi. Gert er
rad fyrir a0 hreyfimynstur einstaklinga innan kynslédar sé pad sem liggur a0 baki toflu 1.
Gert er rao fyrir ad 1% faekkun 1 hverri kynslod 4 hverju timabili. P.e. ef fjoldi einstaklinga
4 aldri a & tima t er n(a,t) ba er

n(a+1,t+1) =0,99n(a,t).

[ byrjun, &4 tima ¢t = 1, er gert rad fyrir ad aldursdreifing sé med peim heetti ad yngsti
hopurinn sé langsteerstur. Fyrri hluti timabilsins lysir sér { miklum vexti i nylidun & vinnu-
markadi. Seinni hluti timabilsins einkennist af pvi ad nylidar & vinnumarkadi eru feerri en
timabilid 4 undan. Af pessum sokum breytist aldursdreifingin & timabilinu. Aldursdreifing
i lok timabilsins er pvi nanast jofn. Ef gert er ra0 fyrir ad timinn sé maeldur i 5 ara timabil-
um pa er mannfjéldaprounin hlidstaed pvi sem var & Islandi & seinni hluta 20. aldar. Mynd
3 lysir proun Gini-studuls fyrir petta kerfi. T fyrstu eykst jofnudur vegna pess ad nylidar
& lagmarkslaunum hrigast inn i kerfio, pegar liour &4 er eru hoparnir & midjum aldri og
eldri hlutfallslega steerri hluti pyodis og pa einkennist prounin af pvi ad pyoio er a0 eldast
og 0jofnudur eykst med aldri.

4 Floknari likon og skilgreiningar a4 breytum

Damio hér ad framan er ad sjalfsogou fraleit einféldun. Pad voru adeins tvo astond, h
og [. Audvelt veeri a0 hugsa sér ad h og [ veeru foll af skyristeerdum, t.d. aldri, starfi og
menntun. Pad er augljoslega ekki raunheeft ad segja ad ha laun fyrir 25 4ra einstakling
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Gini-studull yfir tima

Gini
0.21 0.22 0.23
1 1 1

0.20
1

0.19
1

timi

Mynd 3: Proun Gini-studuls i tima.

séu jofn hdum launum fyrir alla aldurshopa. Haegt er ad gera likanid almennara med pvi
ad lata tilfeerslufylkio vera h&d aldri, menntun, starfi, o.s.frv. Pad veeri einnig haegt ad
fjolga launaflokkunum. Ef peim er fjolgad parf ad hugleida hvernig pad er gert. Er pad
gert pannig a0 sami kronufjoldi sé 4 milli flokkanna? Eoda er sama hlutfall & milli hverra
tveggja? Eda er einhver allt énnur flokkun valin? I deeminu ad framan var timinn latinn
ganga i skrefum. Tilgangurinn med pvi ad hafa deemio einfalt var a0 skyra ahrif af Markov-
hreyfimynstri og misstorum kynslodum. Eftir pvi sem likanid verour raunhaefara peim mun
erfidara verour a0 hafa yfirsyn.

Launaflokkarnir i deeminu sem hér hefur verio lyst er deemi um prepaskipt astandsrim
(state space). Haegt er a0 skilgreina Markov likon fyrir samfellt dstandsram og samfelldan
tima. I pvi tilfelli eru engin prep i launum, heldur unnid med laun sem samfellda breytu.
Einnig lidur timinn 1 samfelldum straumi i stad pess ad ganga i skrefum. Form likana verdur
einfaldara en steerofraedin ad baki peim floknari. Kostur pess ad nota floknari staerofraeoi er
a0 oflugri verkfaeri veroa handbzer, galli er hins vegar ad pad getur verio erfidara a0 skilja
lik6nin og pvi i sumum tilfellum erfidara ad sannfzera adra um bodskapinn.

Fr& 1997, begar Merton og Scholes fengu Nobelsverolaun i hagfraeoi fyrir fjarmélastaerd-
fraedi, hefur bekking 4 slembnum diffurjéfnum (stochastic differential equations) vaxid. I
fjarmalasteerofraedi er hreyfimynstri lyst med slembnum diffurjéfnum:

dX () = a(X (1), )dt + (X (1), )dW (t)

A B

I pessari jofnu er A fyrirsjaanlegur hluti hreyfimynstursins, og B 6viss hluti. I framhalds-
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skolum er nemendum kennt ad leysa diffurjofnur par sem B-hlutanum hefur verid sleppt.
[ 6vissa hlutanum er dWW, takn fyrir 6spaanlega stzerd, hvitt sud (W er skammstofun fyrir
Wiener ferli). Ef tiltekin skilyroi eru uppfyllt ba er til jafnveegisdreifing. Vel pekkt likan {
fjarmalastaerdfraedi er CEV (constant elasticity variance) likanid.:

dX(t) = k(o — X (£))dt + o X (£)dW (t) (1)

I bessu tilfelli gildir ad ef upphafsgildid X (0) er jakveett ba mun ferlid alltaf verda jakveett og
til er jafnveegisdreifing sem er inverse-gamma (IG), Hiin hefur pad sameiginlegt med Pareto-
dreifingunni ad vera med pungan hala, b.e. mjog stor gildi eru moguleg. (Ef hending X
fylgir IG-dreifungu pa er 1/X gamma-dreifd). Talkun stikanna i CEV likaninu er ad « er
medaltal jafnveegisdreifingarinnar, « lysir adlogunarhrada ad jafnvaegi og o lysir skrefstaero
i breytingu. Pad ad 6vissi hlutinn hafi vaegio o X (), segir ad pegar X (¢) er stort, pa er
skrefstaerd breytingar steerri, p.e. halaunadir hreyfast { steerri stokkum.

Pegar launaflokkarnir voru sundurslitnir purfti ad dkveda bilid 4 milli peirra, t.d. hvort
pad veeri fast i kronum, sama hlutfall veeri 4 milli flokka, eda alika. Pegar unnid er med
laun sem samfellda staerd parf ad akveda kvordun, t.d. hvort X sé kronur, eda logaritmi af
kronum.

Hér hefur verio raett um laun. Laun myndast i einhvers konar mannaudsferli. Haegt er ad
hugsa sér pa einfoldun a0 fyrir einsleitt pyoi styrist mannaudshreyfimynstrio af einhverri
utgafu af slembnu diffurjéfnunni (1). Til deemis ad veroskuldud laun, Laun(t), hreyfist
samkvaemt eftirfarandi jofnu:

Laun(t) = (1 + X(¢))Laun(0). (2)

Par sem X (¢) fylgir CEV hreyfimynstri. CEV-ferlid lysir i bessu tilfelli hlutfallslegri viobot
4 byrjunarlaun. A mynd 4 eru syndir mogulegir ferlar fyrir 50 einstaklinga par sem X(t)
fylgir CEV likaninu ar jéfnu (1) og laun eru fengin med jofnu (2). A henni var er k =
0,03, = 0,5, og ¢ = 0,3. Byrjunarlaun eru pau sému (X (0)=0, Laun(0)=1,0) hja
ollum og fraedilegt medaltal jafnvaegisdreifingar er 1,5. Veentanleg aolégun, p.e. broun
medallauna samkvaemt pessu er synd & mynd 5. Tualkun & o = 0,5 er s a0 i jafnveegi
séu medallaun 50% ofan & byrjunarlaunin L(0). Ef adlégunin  er lag tala byoir pad ad
jafnveegisdreifingin hefur pyngri hala en ef x er ha og einhverjir eru med mjég hatt alag a
byrjunarlaun. Kraftarnir i hreyfimynstrinu eru pannig ad sérhver einstaklingur dregst ad
medaltalinu «. Ef laun einstaklings hafa tiltekio fravik fra medaltalinu o er vaentanlegur
helmingunartimi fraviksins log(2)/k. Ef X(¢) lysir virdi mannauds pa hefur petta likan
pann raunhafa eiginleika ad 4 hverjum tima pa eru einhverjir einstaklingar veromaetari en
aorir. Hins vegar hefur petta likan pann eiginleika a0 adlogunarhradi a0 jafnvaegi er sa sami
fyrir ha laun og lag laun, og ad mjog ha laun, sem eru langt fra jafnveegi, laekki hratt.

Til ad leggja aherslu & sveigjanleika Markov likana i samfelldum tima var hér studst vio
lagan adlogunarhrada x, og hadan breytileikastuoul, o. Ginistudull jafnvaegisdreifingarinnar
er um bad bil 0,2. Jafnveegisdreifingin hefur pungan hala (heavy-tail) og hefur ekki stao-
alfravik. Petta mé tilka pannig ad gifurlega ha gildi eru moguleg en sjaldgaef. Petta likan
leyfir pvi ofurlaun”. Mynd 4 gefur til kynna ad medal pessara 50 einstaklinga var einn sem
fjorfaldadi byrjunarlaunin & um pad bil 30 timabilum (drum eda manudum, o.s.frv.).
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Ef til vill er raunhaefara ad lita & launin & tilteknum tima ¢ sem fall af hAmarksmannauoi
upp ad tima t og gera rad fyrir ad miklu erfidara sé ad laeekka laun en ad haekka pau:

Laun(t) = (1 + m[%ﬁX(s))Laun(O).
s€(0,t

Einnig veeri hugsanlegt ad breyta CEV likaninu pannig ad aologunarhradi ad jafnveegi,
Kk, veeri minnkandi fall af dlaginu X (¢) 4 byrjunarlaun Badar hugmyndirnar kalla 4 mun
floknari steerofraeoi.

Vinnulaun 1 markadshagkerfi myndast i jafnvaegi eftirspurnar eftir eiginleikum laun-
begans og vilja (parfa) hans til vinnu. Tekjur hvers einstaklings eru samsettar ur launa-
og fjarmagnstekjum. Ef gert er rdd fyrir ad hreyfimynstur launatekna stjornist af hreyfi-
mynstri mannauds yfir starfsaevina péa er 1jost ad hreyfimynstur fjarmagnstekna stjornast
af allt 60rum pattum. Steerdir eins og vextir, séluhagnadur og erfoir eru grundvallarpaettir
fjarmagnstekna. I fraegri grein eftir Wold & Whittle (1957) og kennslbok eftir Whittle
(1992) er lyst einfoldu deemi par sem gert er rad fyrir ad allar tekjur séu fjarmagnstekjur
og a0 eignir fari einungis & milli manna meo erfoum. Gert er rad fyrir ad allir eigi jafnmarga
erfingja og ad eina uppspretta 6jofnudar sé ad menn lifi mislengi. Gert er rao fyrir afar
einfoldu liftimalikani, p.e. a0 liftimi sé veldisdreifour. Liftimaferillinn er pvi minnislaus.
Petta kerfi er Markov-kerfi og deemid gengur it 4 ad finna jafnveegisdreifingu tekna. I pessu
tilfelli verdur jafnvaegisdreifingin Pareto-dreifing, I kennslubokinni eftir Whittle (1992) er
deemio utvikkad med pvi a0 leyfa breytilegan fjolda erfinga sem er enn 6nnur uppspretta
ojofnudar. T pvi tilfelli faest einnig jafnveegisdreifing med pungan hala. Pad er pvi rok fyrir
pvi ad vegna tolfraedilegra 16gméla paA muni alltaf veroa til einstaklingar sem séu ,mjog”
rikir. I kennslubokinni eftir Whittle (1992) er nefnt ad halar i fjarmagstekjudreifingum séu
yfirleitt pyngri en halar i launadreifingum. Liklegt méa telja ad peir einstaklingar sem njota
harra fjarmagnstekna hafi aorar parfir og annan vilja til launadrar vinnu.

Lokaoro

Hér hafa verio rakin nokkur atrioi sem tengjast greiningu & launa- og tekjudreifingum.
Adeins mjog einfold 1ikon hafa verid reifud. St athugun synir ad viofangsefnio er flokio og
mikilveegt ad taka tillit til ymissa truflandi patta, svo sem steerdar kynsldéoa, hreyfimynsturs
einstaklinga o.s.frv. Mikilveegt er ad val & likani henti rannsoknarspurningu i hverju tilfelli
fyrir sig. Pegar unnio er med gégn um folk, t.d. launagogn, parf ad huga ad pvi hvernig
laun verda til. FEinstaklingur kemur ut & vinnumarkad & tilteknum aldri og eldist bar
eftir pvi sem timinn lidur. Ljost er pvi ad taka verdur tillit til lyofraedilegra patta pegar
fylgja & proun i tima. Gera barf gloggan mun & fraedilegum dreifingum og trtaksdreifingu.
Gogn fast med urtaki og ef reikna 4 urtakssteerdir, t.d. turtaks Gini-studul pa parf ao
huga ad urtaksdreifingu hans. Jafnvel p6 a0 fraedilega dreifingin veeri pekkt er haetta 4
a0 gogn séu blanda tr raunverulegri dreifingu og einhverri annarri truflandi dreifingu,
t.d. meli eda flokkunarskekkju. Eitt af vandamé&lum vio notkun Gini-studulsins er ad
hann er viokvemur fyrir ,mengun” (contamination) i gognum. Med mengun er att vid ad
annarri dreifingu er blandad vid dreifinguna sem verid er ad rannsaka. Petta getur verio
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meliskekkja eda einhvers konar kerfisbundin atrioi, t.d. ad launin séu kvoroud i bil og
t.d. heesti flokkurinn hafour opinn. Victoria-Feser (2000) varar vid notkun Gini-studuls i
fjolpjoolegum samanburdi og stingur upp & adferdum sem eru polnari (robust).

Ef finna 4 mat & pyoingu einstakra skyristeeroa er naudsynlegt ad tekio sé tillit til allra
mikilvaegra skyristeerda samtimis. Ef slikt er ekki gert er heaett vio ad villandi alyktanir
verdi dregnar. Alpydleg daemi um betta eru til deemis rakin i grein Témasson (2005).
Pegar proun tekjudreifinga er skodud er naudsynlegt ad tekid sé tillit til hreyfimynsturs
einstaklinga, hvernig pydi er samsett og hvada tekjuhugtok sé verid ad vinna med. Askilegt
er a0 nota aoferdir sem bjoda upp & sundurlioanleika, t.d. ad haegt sé a0 skoda mismunandi
hopa og mismunandi tegundir tekna. T nylegri grein reyna Daly & Valletta (2006) ad meta
hluta lyofraedilegra patta i breytingu a tekjudreifingu i Bandarikjunum 4 timabilinu 1969-
1998. Peir syna myndir af metnum dreifingum og alykta ad ef lyofraedileg samsetning
Bandarikjanna 1998 veeri eins og hin var arid 1969 veeri tekjudreifingin 1998 mjég svipud
og hin var & arinu 1969. P.e. a0 meginskyring & 6jafnari tekjudreifingu 4 arinu 1998
veeri st a0 meira af midaldra f6lki veeri & vinnumarkadi, fjolskyldur veeru barnfeerri, o.s.frv.
Auk lyofraedilegra patta, parf a0 taka tillit til hegdunarpatta eins og til deemis hlutverki
hjonabands. Ef adilar eru i hjonabandi pa er hugsanlegt ad peir myndi med sér einhvers
konar efnahagsbandalag pannig ad annar adilinn er tilbtiinn a0 minnka sinar tekjur i peim
tilgangi a0 heildartekjur parsins aukist. Hlutir eins og einstaklingshaefni og uppsofnud
reynsla eru atrioi sem eru metin 4 vinnumarkadi en erfitt er ad maela med beinum haetti.

Nauosynlegt er ad huga ad launa- og tekjuhugtakinu. Er verid ad tala um arstekjur
eda avitekjur? Ef einstaklingur fer i langskolandm styttist vinnuaevin. P6 ad engar tekjur
sé bokfaerdar 4 ndmstima eru veentanlegar tekjur ad loknu nami heerri en ella. Pvi ma
spyrja hvort ekki pyrfti ad jafna sevitekjunum niour 4 ndmsarin. Slikt myndi augljoslega
jafna tekjudreifinguna. A sama hatt er ekki sjalfgefid 4 hvada timapunkti setti ad bokfaera
arf eda soluhagnad. Ef fyrirtaeki hefur verio byggt upp 1 aratugi og sidan selt, hefur pad
einhvern addraganda og adilar er farnir ad nota soluvirdid adur en pad er bokfaert. A sidustu
tveim aratugum hafa verdbréfamarkadir eflst i Evropu og vidar. Gamalgroin fyrirtaeki
hafa verid seld, upprunalegir stofnendur og/eda erfingjar beirra, hafa fundio leio ut ar
beim og adrir hafa getad keypt sig inn. A pessu timabili hafa fjarmagnstekjur pvi verid
4berandi 1 bokhaldi. T 6llum greiningum & tekjudreifingu parf ad atta sig 4 edli tekjupatta.
Edlilegt er a0 gera rao fyrir a0 hreyfimynstur fjarmagnstekna sé annad en launatekna og
pvi naudsynlegt ad nota likon sem adgreina fjarmagnstekjur og launatekjur.
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