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1 Inngangur

Markmid pessarar greinar er i fyrsta lagi ad gera grein fyrir adferdafreedi vid meclingar,
sem eru radtolur. I 6dru lagi ad lysa hvernig megi hagnyta bayesiskar adferdir vid mat &
likénum fyrir radtolur.

[ morgum visindagreinum, mikid innan félagsvisinda, eru notadir radkvardar (ordinal
scales). I markadskonnunum oft 6skad eftir pvi ad svarandi kvardi svar sitt, til daemis med
tolunum 1,2,3,4 og 5. Einnig gefa sumir sérfreedingar kvoroud svor, t.d. fyrsta, annad,
eda pridja stigs bruni. Tolfraedileg 1ikon fyrir greiningu slikra gagna byggja 4 radadri
adhvarfsgreiningu (ordinal-regression). I slikri adhvarfsgreiningu er hada breytan heiltala og
gert er ra0 fyrir réoun, p.e. 2 er steerri en 1. Vel pekktar utfeerslur & slikri adhvarfsgreiningu
eru notast svid cumulative-logits, proportional-odds, ordered-probit o.s.frv. Sja nénar i
Agresti (2002). Ef sami einstaklingur er latin gefa morg rédud svor opnast moguleiki &
margviori greiningu og par med ad bera einstaklinginn saman vid sjalfan sig. Margvitt
likan er edli malsins samkveemt floknara en einvitt og pvi verda tulkanir og mat erfidara.

Bayesisk tolfreedi gengur ut fra pvi ad visindamadur setji fram fordéoma sina a likinda-
freedilegu formi og alykti sidan med reglu Bayes. Hugmyndafraedin er énnur en i hefo-

bundinni t6lfreedi. Tolulegar ttkomur eru oft svipadar. Klassiskar backur um bayesiska



tolfreedi eru til deemis Zellner (1971) og Box & Tiao (1973). Nutima Bayesisk tolfraedi er
afar reiknifrek og byggir medal annars & préudum hermunaradferdum svo sem MCMC. Paer
adferdir bjoda upp & ad meta likon sem eru illmetanleg med hefdbundnum adferdum. Petta
teeknilega atrioi hefur gert pad ad verkum ad margir hefobundnir toélfreedingar notad slikar
adferdir vio flokin likon. Baysiskar adferdir eru pvi i tisku og hafa ratad inn i kennslubaekur
svo sem Koop (2003) og Lancaster (2004). Einnig hafa komid fram hreinar adferdafraedi-
baekur eins og Gelman, Carlin, Stern & Rubin (2004) og Canova (2007). Gerd er lauslega
grein fyrir pvi hvernig bayesisk tolfreedi er byggd upp.

I allri gagnavinnslu er gengid ut fra likani. Pad er mjog mikilveegt ad atta sig a pvi
a0 naudsynlegt er ad skilgreina likan pannig ad allir mikilveegir paettir séu med. Annars
er nanast oruggt ad alyktanir verda villandi. Petta eru alpekkt sannindi sem ekki virdast
aréttud naegilega oft. Pad a0 einstaklingar nota kvarda & mismunandi hétt getur truflad
alyktanir. Notkun margviora likana opna moguleika & ad leidrétta fyrir pvi ad einstaklingar
eru mismunandi. Synd eru deemi hvernig herma mé gégn og meta med R-tolfraediforritinu
(R Development Core Team, 2005). Einnig er synt tolulegt deemi sem byggir & svarendum

i kennslukénnun Haskola Islands.

2 Grunnatridi bayesiskrar tolfraedi

Tilgangur tolfreedi er ad alykta/alheefa ut fra meelingum. Tolfreedi byggir & likindafreedi
sem er hrein steerdfraedigrein. Sem slik er likindafreedin algerlega ,exact” visindi. Um
aldamotin 1800 klofnar hagnyting likindafraedinnar i tvennt sem annars vegar akvordun-
arfreedi (decision theory) og hins vegar maelingafraedi/metria, sem er oft kollud tolfreedi
(statistics). Sumir nota einnig ordid tolfraedi yfir talnasafn eda heiti & gagnabénkum sem
innihalda stadreyndir skradar i talnaformi.

Sem staerdfraedi eru likur meelikvardi a steerd mengja sem oft eru kéllud atburdir. Pegar

bid er ad setja fram videigandi skilgreiningar er likindamalid fall sem athlutar atburdi télu



4 bilinu [0,1]. Hvad st tala bydir er hins vegar tulkunaratridi. I tolfreedi hafa proast tveer
megin tulkanir 4 pessari t6lu. Annars vegar ,tionittlkun (frequentistic)”, sem gengur ut &
a0 tulka eigi likur & atburdi sem hlutfallslega tidni atburdarins i endurteknum tilraunum.
Hins vegar er tulkun sem gengur Ut & ad einnig megi tilka likur sem meelikvarda a vissu.
A 20. 61d hefur tidnitalkunin verid hin rikjandi talkun. Pad ad tulka likur sem meaelikvarda
& vissu er nefnt  bayesisk” tolfreedi og hefur mestan hluta 20. aldar verid eins konar sértri-
arsofnudur. Bayesisk tolfraedi er kennd vio Thomas Bayes sem uppi var & 18. 6ld og setti
fram reglu:

P(B|A)P(A
PlE) = SEEE, O
Jafna (1) er kollud regla Bayes og téknar likur & atburdinum A gefid atburdurinn B sem
fall af likunum & atburdinum B gefid atburdurinn A. Pessi jafna var grunnur ad pvi sem
Laplace kalladi ,inverse-probability”. Stiegler (1986) rekur hugsunargang Laplace.
I allri t6lfraedi er gengid ut fra likani. P.e. ad gert er rad fyrir ad til sé satt likan sem hafi

b1id til meelingarnar. Likanid sé ad mestu pekkt en ad meelingar séu notadar til ad giska &

6bekkta hluta likansins. Likanid er til deemis sett fram sem béttifall (density function):

f(x]6),

par sem @ er hugsanlegt gildi meelingar og @ er stiki (parameter) sem styrir likindadreif-
ingunni. Agiskunin um stikann @ er nefnt mat (estimate). Tidnitalkun gengur ut fra
urtaksfreedi (sampling theory), par sem reiknud er tut dreifing falls af hendingum, sem
geetu haft fengnar meelingar sem ttkomu.

Vinnubrogdin i bayesiskri tolfraedi eru, ad sett er fram likan, f(x|@), fyrir eiginleika

hendingarinnar X . Fyrirframvissan (6vissan) er sett fram med ,a priori"dreifingunni:
().

Meelingum er safnad i vektorinn & = (xy,...,x,) og sennileikafallio (likelihood functi-

on), [(B]x) er reiknad. Eftiravissan er fundin med reglu Bayes sett fram sem ,a posteri-
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ori"dreifingin:
I(x]6) o)
m(x)

m(z) = / I(x]0) 46 (3)

Nefnari { jofnu (2), jafna (3), tryggir a0 fallid 7(0|x) er vel skilgreind likindadreifing. Pad er

7(0]z) =

einungis fyrir vissar samsetningar & likani og fyrirframvissu sem eftiravissan verour paegileg
formila. Fyrir slikt par af dreifingum er talad um ,conjugate prior". Hugsanlegt Bayes-mat

& @ er til deemis:

égayes = Er02)(0)) = /W(H\:I:) d@ veentanlegt gildi eda (4)

0 Bayes = argénax 7(0|x) (5)
Veentanlega gildid i (4) og hamarkid (5)er einungis til sem baegileg formulu fyrir nokkur
sértilfelli. Til deemis ef likanid er:

X|p,0 ~ N(u,0?) og a priori

() ~ N(a,7) o bekkt, og gbgn tr slembitrtaki

ZT1,...,T, paer

o?/n 1
oo, Ty) ~ N(Z ’
m(plry, . wn) (xa2/n_|_7-+a02/n+7' n/o?+ 1/t

)

Medaltal eftiravissunnar er pvi vegio medaltal af artaksmedaltali og medaltali fyrirfram-
vissunnar. Ljost er a0 ef n er stort pa er itkoman mjog lik pvi sem faest med hefobundnum
aoferdum, p.e. 7 er edlilegt agiskun .

Einfaldar formulur fyrir 7(@|x) eru adeins pekktar fyrir nokkur einfold deemi. I 6drum
tilfellum verour ad treysta & tolulegar (ntimeriskar) adferdir. Hermanir (simulation) eru

radandi 1 hagnytingu 4 Bayes adferdum. Forrit sem velja slembitélur (pseudo-random),

0, =1,...,L ogsidan er t.d veentanlegt gildi 6.

Er02)(0) = /07?(0\:1:) df, metid med



bPar sem 7(6@|x) er yfirleitt flokin dreifing ba er ekki einfalt ad gera forrit sem velja
slembitolur dr henni. Lausnin er pvi oft & pvi formi ad honnud er Markov-kedja sem
hefur 7(0|x), sem jafnveegisdreifningu. Télulega vinnan er ad herma Markov-kedjuna og er
nefnd MCMC=Markov-Chain-Monte-Carlo. Mikid notadar ttfeerslur af MCMC adferdum
eru Gibbs sampling og Metropolis-Hastings. Gangurinn er s ad kedjan er sett af stad,
0; valin og sidan er treyst & a0 eftir akvedin tima (burn-in) sé dreifing hermudu gildanna
ordin neegilega nalaegt jafnvaegisdreifingunni.

Til ad skilja Gibbs sampling er haegt ad hugsa sér normal likan, N(u, 0?), og meelingar
sem hafa fengist med slembiartaki, @ = (z1,...,x,). Stikinn er hér tviviour 6 = (u,0)".

P4 er sennileikafallid:

1(6]) o Y exp(— 1) (©)

—exp
o

Ef litid er & heegri hlidina i (6) sem fall af i béa er pad i hlutfalli vid péttifall normaldreifingar
(i u). Bayesistar lita & @ sem hendingu, sem hefur dreifingu sem lysir vissunni um stikann
0. Ef  og o eru pekkt ba ma velja slembitolu ur normaldreifingunni sem heegri hlidin {
(6) lysir. Pa t6lu ma nota sem agiskun & p. Heegri hlid (6) sem fall af 1/0? er einnig {
hlutfalli vid pekkta likindadreifingu, p.e. gamma dreifingu. Ef  og p eru pekkt ma velja
slembitolu ar peirri gammadreifingu og nota ttkomuna sem agiskun 4 1/02. Petta er sidan
endurtekid pangad til ad jafnvaegi er nad. Venjan er ad margfalda (6) med fyrirframvissu,
7(0). Ef 7(0) er 4 heppilegu formi, p.e. inniheldur peetti eins og (1/02)® exp(—3/0?) og
exp(—(p — a)?/)/(27?), ba verda ttreikningarnir ad ofan einfaldir.

Adferdin er mjog einfold:

1. Set 8y = (10, 00)-

2. By til nytt gildi & p. Audvelt. bvi p|o, & er normal.

3. Nota bad til ad bia til nytt gildi 4 o. Audvelt, pvi 1/0?|u, & er gamma.

4. By til nytt gildi & p o.s.frv.



I bessu tilfelli er notadur normal fyrirframvissa um g og IG (inverse-gamma) fyrirfram-

2 Ef likanid er svona einfalt eru til formalur og MCMC adferdir 6parfar. I

vissa um o
kennslubokum er stundum notad ad 1/0? sé¢ x? dreift. Pad er ad sjalfsogdu bad sama bvi
a0 x? dreifingin er sértilfelli af gammadreifingu. Oft er heegt ad setja upp hluta likans &

pennan hatt og nota sidan hlidsteedar adferdir vio annan hluta.

3 Naudsynlegt er ad leidrétta fyrir ollum pattum

Pad er vel pekkt ad einstaklingar nota kvarda 4 mismunandi hatt. Naudsynlegt er ad leid-
rétta fyrir pvi a0 einstaklingar eru mismunandi. Adalverkefni likanasmids er pvi a0 hanna
likan sem sigtar fra einstaklingsbundinn breytileika. I allri télfreedivinnu er naudsynlegt ad
leidrétta fyrir truflandi pattum. I kennslubokum er petta stundum synt med pvi ad lata
nemendur syna pad ad ef mikilvaegri skyribreytu 1 adhvarfslikani er sleppt pa muni leida til

bjagads mata & pydingu annar skyristeerda. P.e. ef sanna likanid er:
y = 0o+ biz1 + Paza + €,

og metid likan er:
Y = g+ a1x] + €.

P4 feer nemandinn bpad verkefni, ad meta hversu villandi mynd metio «; gefur a4 sannri
bydingu breytunnar xq, p.e. ;. Pessi gerd villu er utbreidd i daglegri télfraedivinnu og
hefur héfundur varad vio henni baedi 1 kennslu { tolfraedi og 1 riti. Sumir halda til deemis ad
bad halli & konur i launum & vinnumarkadi og draga fram nidurstéour adhvarfsgreiningar
mali sinu til studnings. Hofundur hefur { grein (Témasson, 2005) lyst hvernig slikt getur
gefid villandi alyktanir. To6lfur 1 og 2 eru 2x2 toflur sem gefa villandi alyktanir. Peer
badar i raun ttkoma Ut adhvarfslikani par sem mikilvaegri skyribreytu hefur verio sleppt.
Pessar toflur eru hluti kennslubékardeemis par sem sanna likanid, sem inniheldur margar

skyristeerdir, er 1atid vera konum 1 hag en allar 2x2 toflur gefa til kynna ad kerfid sé kérlum
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hagstaett. Sama & vid ef x-breyta er maeld med maeliskekkju pvi ad meeliskekkjan er 6meeld

breyta sem vantar 1 sanna likanid.

starf=1 starf=2 aldur=1 aldur=2
karlar 154.000 241.429 karlar ~ 145.000  235.000
konur 126.667 200.000 konur  122.500  190.000
Tafla 1: Medallaun eftir starfi og kyni Tafla 2: Medallaun eftir aldri og kyni
H&a laun Lag laun H&a laun Lag laun
Karlar 18 12 Karlar 2 8
Konur 7 3 Konur 9 21

Tafla 3: Launadreifing i fyrirtaeki A. 70% Tafla 4: Launadreifing 1 fyrirtaeki B. 30%

kvenna med ha laun, 60% karla med ha laun. kvenna med ha laun, 20% karla med ha laun.

Pad ad leggja saman mismunandi hop er onnur algeng villa. I adurnefndri grein er
tekid einfalt deemi pad ad varasamt sé ad sla saman mismunandi hopum. I toflum 3 til
5 er synt ad hugsanlegt er ad tvo fyrirteeki mismuni kérlum { 6hag en pegar pau eru 16go
saman pa virdist summan mismuna konum 1 6hag. Almennt gildir um advharfslikon ad allar
mikilveegar breytur verda ad vera med, baedi dhugaverdar og ¢éadhugaverdar. Gera verdur
dsetlun um hvernig varast beri ahrif 6meeldra mikliveegra breyta og pydio sem rannsaka &

verour ad hafa akveona einsleitni (homegeneity).

H&a laun Lag laun

Karlar 20 20
Konur 16 24

Tafla 5: Launadreifing 1 fyrirteekjum A+B. 40% kvenna med ha laun, 50% karla med ha laun.



4 Nokkur ord um likon fyrir radkvarda

Adhvarfslikan er grundvallarhugtak 1 hagnytri tolfreedivinnu. I hefdbundnu adhvarfslikani
er hada breytan samfelld. Med aukinni tolvutaekni hafa ttfeerslur pad sem hada breytan
tekur t.d. 0 eda 1 (logit/probit), eda talningarbreyta (0,1,2, ...), ordid vidradanlegar.
Ein atvikkunin er st ad héda breytan taki gildi 4 rédudum kvarda, 1,2,3. Med rédudum
kvarda (ordinal scale) er att vio ad gildin hafa edlilega steerdarrédun, godur, betri, bestur.
Ymsar atfeerslur er til af likanasmidi fyrir radadra breyta. Einfold hugmynd er ad utvikka
logit /probit formid. Logit/probit likan skyrir breytu, Y, sem einungis getur tekid gildid 0

eda 1. P.e. ad skyra likurnar:
PY=1X=2)=1-PY =0X=2)=F(XpB),

F(z) = e

F(z) = ®(z) probit, dreififall stadladrar normalhendingar.

logit, eda

Cumulative-logit hugmyndin er ad skrifa:

PY <y|X =x)=pi(x) +---+py(x), bannigad (7)

PY <yX=z) p@)+---+p(2) (8)
1-PY <y|X =) pyp+--+pi(x)
Likanid i jofnu (7) byour upp & pann moguleika ad ahrif X-breytunnar & ad hoppa & milli

log

flokka séu mismunandi eftir flokkum, p.e. ad allur B-vektorinn sé hadur flokki. Pad ad

einungis skuropunkturinn sé hadur flokki er nefnt proportional-odds likan.
PY <yl X ==x)

1-PY <y|X ==x)

Vinsal hugmynd er ad meelda breytan, y, sé klippt ttgéafa af samfelldri 6meeldri (latent)

log = o + Bz

breytu y*. Ef breytna y tekur gildi fra 1 til k& pa,
(
1 Yyt <

2 <y <c

Eooo <y
\



Punktarnir ¢y, ..., c;_1 eru proskuldar i breytunni y* sem gefa rédudu breytunni y gildi.

Breytan y* er ekki meeld en gert er rédd fyrir hin fylgi einhverri dreifingu, t.d.:
y*~N(0,1)

Haegt er ad baeta vid skyribreytum:
y'=XB+e e~ N(0,1)

Ef fyrir hendi eru gogn & forminu:

Y1 Ti1 Tz - Tip
Yn Tp1 Tp2 -+ Tpp
b4 er vandinn ad meta 8 og (c¢q,- -+, cx_1). Likanid gefur pa mat & likunum,
Py < j|X = o) = ®(¢; — zB), (9)

par sem @ er dreififall stadladrar normalhendingar. Hugmyndin er ad maeldi kvardinn
sé klippt atgafa af 6meeldri breytu, yf. Ljost er ad flokkunin helst 6breytt ef proskuld-
arnir /skurdpunktarnir, (c1,---,cx-1), og y; er margfoldud med fasta. Til ad stikar sé
greinanlegir (identifiable) parf pvi einhvers konar skordur. Dgemi um slikar skordur er
ad setja stadalfravik y* jafnt 1. Jafna (9) synir a0 utreikningur sennileikafallsins (likeli-

hood function) er einfaldur og pvi heegt ad finna mat mesta sennileika (ML-mat) & 3 og

(Cla e 7Ck—1)~

5 Margvio likon

Med hugtakinu margvitt likan (multivariate model) er att vid ad fyrir hvern einstakling eru

meldar margar breytur, t.d. haed og pyngd. Pegar verid er ad meela f6lk er oft naudsynlegt



a0 leiorétta fyrir til kyni, aldri og hugsanlega fleiri breytum. Algengt form er margvio

normal adhvarfslikan:

Y = (Y1, - - - 7yip), =z;B + E;

B : ﬁlp
B =
ﬁkl ' ﬁkp
V(Ez) = V((f‘fﬂ, . ,6@)’) =) =
01 012 O1p
O1p Opp

Hér er y, vektor af breytum sem skyra & hja einstaklingi 7. Skyristeerdirnar eru i vektornum
x;. Samdreifnistikanir (covariance), o;; 1 ¥ fylkinu lysa tengslum hnita ¢ og j i meelda
vektornum pegar leidrétt hefur verio fyrir x;. Ef engin hlidarskilyrdi eru & stikafylkinu B
ba mé meta p einvidar adhvarfsjoéfnur og sidan meta > med:

> = %iiéié; (10)

i=1 j=1

Margvitt, linulegt normal likan er algengt tol til greiningar 4 loknum tengslum. Forsendur
eru ad gefid vektorinn x; pa fylgi vektorinn y, margviori normaldreifingu.

Ef hnit { meeldum vektor y; samanstanda af gildum af radkvoroum pa er breytan ekki
samfelld og ma eetla ad normaldreifingin sé ekki géd nalgun. Vel mé hugsa sér svipada
nalgun og i einvida tilfellinu, p.e. ad radkvardinn sé klippt utgafa ad 6meeldri undirliggjandi
breytu y*. I sliku likani yrdu pa proskuldar { hverri hnit. Eins og i einvida tilfellinu parf ad
setja skordur (hlidsteett pvi ad setja stadalfravik émeeldu steerdarinnar jafnt 1). Margvitt
likan er floknara en einvitt og koma margar ttfeerslur af slikum skordum til greina. Morgum
mismunandi utfeerslum er lyst af t.d. Agresti (2002), Congdon (2005) og Rossi, Allenby &
McCulloch (2005). Par er gengid ut fra pvi ad einstaklingur 7 svari J spurningum. Svor

einstaklings 4 vid spurningu j eru taknud med breytunni y;;, sem tekur gildi frd 1 upp 1 k.
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Hugmyndin er ad hvert hnit { y; sé skorin utgafa af y; sem fylgi margviori normaldreifingu:
vt ~ Nt 55).

Likanio leyfir pvi mismunandi kvardanotkun einstaklinga med pvi ad vera med einstak-
lingsbundin pf og ¥*. A0 sjalfségdou parf ymis hlidarskilyroi til ad haegt sé ad meta bessa
stika. Utfeerslan hja Rossi, Gilula & Allenby (2001) gerir t.d. rad fyrir ad X! sé¢ 4 forminu
0;2, b.e. ad fylgni milli einstakra hnita sé si sama hja 6llum einstaklingum og breytileiki
samdreifnifylkisins milli einstaklinga sé eingongu i formi skrefsteerdar. Medaltalid u; er
valio sem fasti fyrir hvern einstakling og ekki had skyristeeroum. Ljost er ad taeknilega er
haegt ad beeta vio skyristeeroum. Rossi, Gilula & Allenby (2001) leggja til bayesiska nalgun
& tolulegu mati 4 svona likani. Jafnvel b6 ad heegt veeri ad skrifa nidur sennileikafallid
er ljost ad 1 morgum tilfellum geeti verio erfitt ad hamarka pad. Med pvi ad velja veika

fyrirframvissu feest mat par sem eiginleikar gagna verda radandi.

Namer spurningar

1 2 3 4 5 6

Einstaklingur 1 4 5 4 5 4
2 3 2 3 2

ot

Einstaklingur 2
Einstaklingur 3 1 5 1 5 1

(@4

Tafla 6: Sammala einstaklingar.

I toflu 6 eru synd svor priggja einstaklinga vid 6 imyndudum spurningum. Pessir ein-
staklingar eru allir sammaéla um ad gefa heerri t6lu vid spurningu nimer 2 en namer 1, heerri
tolu vid spurningu ntimer 4 en ntmer 3, o.s.frv. Hins vegar er ljost ad einstaklingarnir nota
kvardann & 6likan hatt. Einstaklingur 2 er hlidrud atgéafa af einstaklingi 1 en einstaklingur
3 tekur steerri skref & sinum kvarda. Margvid likon bjoda upp 4 pann moguleika ad leidrétta
fyrir pvi ad einstaklingar nota kvardann & mismunandi hatt og greina einstaklingshreinsad

mynstur { sambandi breytanna sem mynda hnitir { maelivektornum.
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6 Einfalt einvitt dsemi

Til ad syna a0 hvernig nota ma nytisku Bayes-adferdafraeoi vid utskyringu a radkvoroum
er hér tekid einfalt synidemi ar R-tolfreedipakkanum R Development Core Team (2005).
Gert er rad fyrir ad tveer meeldar skyristeerdir séu, X; og X,. Gert er rad fyrir ad sanna

likanid sé 4 forminu:

Yi = Bo+ Bizin + Boxip +e; €~ N(0,1)
(
1 —co<y <

2 a<y<c
Yi =

5 <y <o

Skyristeerdirnar X; og X, eru jafndreifdar U(0,5). Vektorinn 8 = (0.5,1, —0.5). Gert er
rad fyrir 300 maelingum og ad y sé kvoroud, 1,2,3,4,5. Gogn geetu til deemis litid ut eins

og synt er 1 toflu 7. Heegt er ad meta likanid med hefobundnum ML adferd. Nidurstoo-

) Yy T T

1 5 495 2.26
2 4 415 2.66

299 2 242 431
300 1 1.14 1.00

Tafla 7: Daemi um gogn 1 einfoldu deemi.

urnar eru syndar { téflu 8. Med pvi ad byrja med mjog veikar fyrirfram upplysingar feest
bayesiskt mat med Gibbs-MCMC adferd. I toflu 9 er synt trtaksmedaltal og stadalfravik
Markov-kedjunnar. Reiknud voru 2000 skref og fyrstu 200 hent. Ljost er ad télulega eru
nidurstodurnar { téflum 8 og 9 svipadar. Sliks er ad veenta pegar ML adferd virkar og byrjad

med veikar fyrirfram upplysingar. I allri vinnu med likén parf ad framkveema einhvers kon-
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By se-3 t-gildi
X; 1.09 0072 15.24

Xy -0.51 0.064 -9.43

Tafla 8: Nidurstada ML-mats { einféldu deemi.

EB) V(D)
X, 108 0.072

X3 -0.51  0.054

Tafla 9: Medaltal og stadalfravik bayesisks mats.

ar geedaeftirlit sjukdomsgreiningu (,diagnostics"). Gaedaeftirlitid er tvenns konar, annars
vegar taeknilegt, til deemis hvort ad toluleg hamorkunaradferd hafi i raun fundi hdmark
og hins vegar fraedilegt, p.e. hvort forsendur metins likans virdast bresta. Vid ML-mat er
teeknilega spurningin hvort um hamark sé a0 raeda og pa skodad formerki annarar afleidu
sennileikafallsins. I bayesiskum MCMC adferdum er taeknilega spurningin hvort ad hermun
Markov-kedjunnar hafi stadid naegjanlega lengi yfir til ad jafnveegisdreifingu hafi verid nad.
Fyrstu 2000 gildi i tvividri MCMC-kedju fyrir (51, 32) eru synd i mynd 1. Ekki virdist
um neina préun ad raeda og virdist kedjan sveiflast um fasta. I mynd 2 eru synd stlurit
af gildum kedjunnar fyrir (51, 32). MCMC er ekki slembitrtak og bvi naudsynlegt ad vita
hversu tengdar hermanir eru milli skrefa i kedjunni. Pvi er hefd ad skoda metin sjalffylgni-
f61l. T mynd 3 eru synd sjalffylgnifoll fyrir kedjurnar sem herma f; og (3. Samkveemt
myndinni virdist sjalffylgnin deyja 1t eftir faeina tugi skrefa. Algengast er ad kedjan taki
gildi naleegt sonnu gildunum, (5, = 1, f> = —0.5). Stadalfravik eftirddreifingarinar i t6flu 9
eru svipud og ML-stadalfravikin { t6flu 8. Proskuldarnir i 6meeldu breytunni (cq, ¢z, ¢3, ¢4)
eru einnig metnir. Bayes-adferdin medaltal eftiravissu, (0,1.1,1.9.3.4) og ML-adferdin gefur
(0,1.0,1.88,3.4). Soénnu gildin voru (0,1.0,1.8,3.2). Stadalfravikin voru i badum tilfellum af

steerdargradunni 0.2.
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7 Gogn ur kennslukonnun

14

—0.3

I markadskonnun er pad tidkad ad svarendur eru latnir kvarda ymis atridi med spurn-
ingalista. Deemi um slikt eru kennslukannanir sem framkveemdar eru i Haskola Islands og
eiga sér hlidsteeOur i 60rum haskolum vida um heim. A0 aliti héfundar er notkun videigandi
likana til alyktana ut fra slikum meelingum vanpréud. Kannanirnar fara pannig fram ad
safnad er svorum vid akvednum spurningarlista fra nemendum. Hverjum nemanda bydst
ad svara slikum lista fyrir hvert namskeid sem vidkomandi er skradur 1. Pad er ekki skylda

a0 svara og ekkert eftirlit er med pvi hvort nemandinn svarar einn og 6hadur eda hvernig
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Mynd 3: Sjalffylgni MCMC-kedju fyrir 3 og .

hann ber sig a0 vio svorin. Ljost er pvi ad geedi meelinganna er mjog misjofn. Hofundur
hefur undir héndum gégn um kénnunina haustio 2005. Henni svorudu 4053 nemendur fra
einu svari per nemanda upp 1 21 svor per nemanda. Fjoldi svara per nemenda er syndur {
mynd 4. Par sést ad { kringum 400-500, p.e. samtals um 20%, svara 4 eda 5 namskeidum.
Svarendur voru sjalfum sér samkveemir med kyn sitt, p.e. innan hvers einstaklings pa var
kynio 6breytt. Hugsanlega er petta leidrétt med vélreenum heetti. Karlkyns svarendur voru
1384, kvenkyns svarendur voru 2603 og kyn 6uppgefid 66. Alls barust 17723 svor.

Kyn er moguleg skyribreyta og somuleidis er hugsanlegt ad nota spurninguna: Hvad
einkunn telur pu ad pu fair 1 namskeidinu?, sem skyrirbreytu. Pyding pessara breyta var
metin fyrir eina spurningu hja i einu namskeioi. Alls 96 svor. Nidurstodur ar ML-mati eru
syndar { tolfu 10. Somu gdgn voru metin med bayesiskri adferd par sem veikar fyrirfram
upplysingar voru notadar. Matid sem synt er i téflu 11 er reiknad med 10000 umferdum
i Gibbs-sampler bar sem fyrstu 1000 er sleppt (burn-in). FEins og buast ma vid begar
veik fyrirframvissa er notud pa ber nidurstodunum vel saman. I badum tilfellum skyrir
uppgefin veentanleg einkunn nemanda mikid af peirri radtélu sem hann gefur sem svar vid
spurningunni.  Einnig er edlilegt ad gera rad fyrir ad mikilveegar skyrirsteerdir svo sem
astundun, undirbiningur hafi ahrif.

Edlilegt er ad gera ra fyrir ad nemendur noti kvardann & mismunandi hatt. Heitin
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By se-3 t-gildi
kyn 0.15 0.22  0.67

einkunn 0.31 0.11 2.89

Tafla 10: Nidurstada ML-mats fyrir eina spurningu { einu ndmskeioi.

E@B) VV(B)
kyn 015 0.22

einkunn 0.31 0.11

Tafla 11: Medaltal og stadalfravik bayesisks mats fyrir eina spurningu { einu ndmskeioi.

,repeated-measures", ,panel-data" og ,longitudinal-data" eru samheiti & pvi fyrirbeeri ad
margar melingar eru & hverjum einstaklingi. I peim freedum er mikilveegur pattur ad
leidrétta fyrir einstaklingsahrifum. Hugtok ,first-difference" (FD) og ,fixed-effecs" (FE) eru
teeknilega nalganir sem hafa pad ad markmioi ad leidrétta fyrir einstaklingsdhrifum. Um
beer adferdir ma lesa i kennslubokum eins og t.d. Cameron & Trivedi (2005); Wooldridge
(2002); Pinheiro & Bates (2000). Einfalt og algengt er ad notast vid einstaklingsstoolud

SVOr,
(wij — ;) /54,

par sem x;; er svar einstaklings ¢ vid spurningu j, Z; er medaltal hja einstakling ntimer
1 og s; er stadalfravik hja einstakling ntimer 7. Pad ad draga z; fra leidréttir fyrir pvi ad
einstaklingar noti skalann mismunandi hatt & pann hatt ad peir stadsetji sig & mismunandi
hatt. Pad ad deila med s; er vidleitni til ad leidrétta fyrir pvi ad skrefsteerdin i kvardanum
sé mismunandi eftir einstaklingum, t.d. svipad og ad sumir meeldu hitann & Fahrenheit
og adrir & Celius. Pad ad vinna med stadalfravik i radkvarda er hugsanlega haepid eins og
Rampichini, Grilli & Petrucci (2004) reeda. Rossi, Gilula & Allenby (2001) taka einnig
4 beim vanda og segja ad pad purfi ad taka & pvi ad breytan sé 6samfelld (no standard

transform can change the discreteness of the data). Peir stinga sidan upp a bayesiskri
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adferdafraedi til a0 nalgast vandann.
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Til ad syna hvernig nota megi adferdafraedi Rossi,

Mynd 4: Dreifing svarfjolda eftir nemendum.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1.00 0.06 0.39 0.01 0.10 0.24 0.04 —0.07 0.10 0.05 0.02 —0.14 —0.05 0.03 —0.03 —0.00
0.06 1.00 0.26 0.14 0.26 0.22 0.29 0.24 0.07 —0.09 —0.01 0.09 0.19 —0.18 —0.24 —0.16
0.39 0.26 1.00 0.05 0.12 0.35 0.12 0.02 0.06 —0.03 —0.10 —0.15 —0.11 0.01 —0.02 0.02
0.01 0.14 0.05 1.00 0.09 —0.02 0.13 0.21 0.18 0.23 0.20 0.22 0.26 —0.06 —0.07 —0.11
0.10 0.26 0.12 0.09 1.00 0.17 0.33 0.32 0.04 —0.11 0.12 0.10 0.12 —0.21 —0.23 —0.27
0.24 0.22 0.35 —0.02 0.17 1.00 0.40 0.11 —0.05 —0.09 0.02 —0.10 —0.00 —0.06 —0.19 —0.08
0.04 0.29 0.12 0.13 0.33 0.40 1.00 0.48 0.05 —0.13 0.01 0.02 0.26 —0.27 —0.33 —0.21

—0.07 0.24 0.02 0.21 0.32 0.11 0.48 1.00 0.03 0.01 0.06 0.12 0.25 —0.17 —0.19 —0.15
0.10 0.07 0.06 0.18 0.04 —0.05 0.05 0.03 1.00 0.11 —0.05 —0.04 —0.03 —0.17 —0.07 —0.11
0.05 —0.09 —0.03 0.23 —0.11 —0.09 —0.13 0.01 0.11 1.00 0.21 0.14 0.14 —0.00 0.01 0.03
0.02 —0.01 —0.10 0.20 0.12 0.02 0.01 0.06 —0.05 0.21 1.00 0.40 0.36 —0.05 —0.06 —0.10

—0.14 0.09 —0.15 0.22 0.10 —0.10 0.02 0.12 —0.04 0.14 0.40 1.00 0.53 —0.19 —0.07 —0.09

—0.05 0.19 —0.11 0.26 0.12 —0.00 0.26 0.25 —0.03 0.14 0.36 0.53 1.00 —0.23 —0.19 —0.17
0.03 —0.18 0.01 —0.06 —0.21 —0.06 —0.27 —0.17 —0.17 —0.00 —0.05 —0.19 —0.23 1.00 0.58 0.53

—0.03 —0.24 —0.02 —0.07 —0.23 —0.19 —0.33 —0.19 —0.07 0.01 —0.06 —0.07 —-0.19 0.58 1.00 0.56

—0.00 —0.16 0.02 —0.11 —0.27 —0.08 —0.21 —0.15 —0.11 0.03 —0.10 —0.09 —0.17 0.53 0.56 1.00

Gilula & Allenby (2001) var valid eitt namskeid med 96 gildum svorum vid 16 spurningum.

Tafla 12: Einstaklingshreinsad mat & fylgni svara.
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Yig =
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v = Y, vis), J=16.

yi ~ (7, %5)-
Til a0 gera stika greinanlega eru settar ymsar skordur, t.d.:
Wi =p+ 71+ 0z, 2z~ N(0X)

par sem z; er 16 vio émeeld breyta med samdreifnifylki . Gibbs sampler er settur upp i
nokkrum prepum. Prepin eru valin pannig a0 skilyrtar dreifingar verdi paegilegar. T.d. er
gert r4d fyrir ad skilyrt dreifing p, gefido annad i likani, sé normal, dreifing fylkisins > sé
inverse-Wishart. Inverse-Wishart hendingin er einskonar margvid x? hending og eru gildi
hennar fylki. Pad a0 nota inverse-Wishart dreifingu sem fyrirframvissu um ¥ { margviou
2

normal likani er hlidsteett pvi ad nota inverse-gamma sem fyrirframvissu um o i einvidou

normal likani.

8 Lokaoro

Proun 1 tolvutackni hefur valdid pvi ad margar adferdir sem adur voru einungis heimspeki-
legs edlis eru nu reiknanlegur raunveruleiki. Ef fyrirframvissan i bayesiskri nélgun er valin
bannig a0 jakveedar likur eru & 6llu stikarimin pa munu eiginleikar bayesmats { storum
urtokum verda peir somu og eiginleikar ML. Ef veik fyrirframvissa er valin p4 munu eigin-
leikar gagna fljott verda radandi midad vid fyrirframvissuna. ML-adferd getur haft leidinlega
eiginleika 1 litlum drtokum. Ef til deemis gégnin eru pannig ad engin notar legsta gildi
kvardans pé er ekki vist ad sennileikafallid hafi hamark. I floknum likénum, p.e. stikinn @

mjog margviour, pa er aukin heetta & ad ML-mat 1 einstokum hnitum misheppnist. Einnig
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er teeknilega erfitt ad hamarka med tilliti til mjog margra steerda samtimis. I slikum tilfell-
um eru Bayes-adferdir tecknilegur valkostur fyrir pa sem ekki adhyllast Bayes-heimspekina.

Hér hefur verid rakio hvernig setja megi upp bayesiskt likan fyrir einvida og margvida
radkvardahendingu. Augljoslega er heegt ad baeta vid skyristeeroum, t.d. aldri, kyni o.s.frv.
I markadskénnunum er gégnum stundum safnad med spurningalistum par sem svarendur
eru latnir kvarda svor sin. Ef svarendur hafa ekki samraemt sig fyrirfram er edlilegt ad gera
rad fyrir ad peir noti kvardann mismunandi. Rossi, Gilula & Allenby (2001) segja: ,,we focus
on two major uses of customer-statisfaction-measurement ratings data: (1) measurement
of the relationship between overall satisfaction with the specific product attributes and (2)
identification of customers with extreme views. Scale usage heterogeneity can substantially
bias analysis aimed at either use". Pvi er oft naudsynlegt ad leidrétta fyrir pvi ad einstak-
lingar noti kvardann 4 mismunandi hatt. Slik leidrétting er bo alls ekki allra meina bot.
Pad ma ekki sla misleitum hopum saman. I kennslubok i markadsfreedum segir Churchill
(1995) ,,it has been observed that there are large cultural or cross-country differences in
scale usage, making it difficult to combine data across cultural or international bound-
aries". Heefni, vilji og smekkur svarenda raedur gaedoum gagna { spurningakoénnun. Morris
(1978) lysir likindafraedilegu likani sem meta & haefni einstaklinga til ad greina skemmt epli
fra 6skemmdu. Hann nefnir einnig vinsmokkun eins og Randall (1989). Ljost er ad sumir
einstaklingar geta ekki greint skemmt fra 6skemmdu og sumir sem geta greint 4 milli gaetu
metid skemmt epli betur. Ef vit 4 a0 vera { markadskonnunum verdur ad nota likan sem
reedur vid svona atridi. Pad mé ekki sla saman hépum sem hugsanlega sniia kvardanum
sitt { hvora attina, samanber demid med fyrirteeki A og fyrirteeki B. I pvi deemi virtist
sambandid { summunni vera 6druvisi en 1 hvoru fyrir sig.

Jafnvel b6 ad allar forsendur séu uppfylltar parf ad tulka dtkomur med varid. Hof-
undur pessarar greinar er algerlega sammala Parducci (1968) og Rossi, Gilula & Allenby
(2001), ,,we do not believe that even properly adjusted ratings data can provide ratio scale

information. For example, if a respondent gives only ratings at the top end of the scale,
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we cannot infer that he or she is extremely satisfied", p.e. ekki méa alykta ad sa sem svarar
Ollum spurningum med heesta gildi kvardans afar ansegdur. Einstaklingsleioréttingin byo-
ur upp a einstaklingshreinsad mat & fylgnifylki (eda samdreifnifylki) margvidu, émeldu
hendingarinnar sem liggur ad baki kvoroudum svorum. Pad meetti hugsanleg skoda slikt
fylgnifylki med einhvers konar pattagreiningu (factor analysis). Ad ofanségdu aetti ad vera
ljost ad ég tel ekki rétt ad framkveema pattagreiningu a 6leidréttum gégnum. Pad mé aldrei
sleppa mikilveegum skyristeeroum. Rampichini, Grilli & Petrucci (2004) segja: ... it should
be recognized that the satisfaction of a student, as expressed by the ratings, depends not only
on the course characteristics of interest, but also on the student’s traits and expectations.
Therefore a fair comparison among courses requires the calculation of net measures that
adjust for individual characterisics. Such measures can be obtained, among others, by me-
ans of multilevel models ... og sidar { somu grein: The descriptive indicators proposed
in the previous section are mainly useful for the analysis of a single course. However,
when it comes to comparison among courses, the are not appropriate since the evaluations
expressed by the students are influenced by individual expectations and traits of the student
themselves. Any comparison among courses that is based on the descriptive indicators,
could be misleading. .. To make fair comparison among courses it is necessary to isolate
the influence of these components on the expressed evaluations. In particular, it is import-
ant to net out the effects related to the individual characteristics of the students in order
to obtain fair rankings of courses, schools, universities, etc.

Hugleidingar pessara hofunda um kennslukannanir eiga vido um markadskannanir og alla
alra hagnyta tolfreedi. Ljost er ad { markadskonnun parf ad huga vel ad geedum svara, b.e.
a0 svarendur geti og vilji svara. Einnig peir snti kvardanum eins, p.e. ekki ad sumir meeli
geedi med vaxandi gildi og adrir med minnkandi gildi. Likon til ad fa einstaklingshreinsad
mat & tengslum patta & spurningalistum verda fljott flokin. Bayesisk adferdafreedi opnar
moguleika & vinnu med flokin 1ikon an pess ad rannsakendur purfi ad skuldbindast bayesisku

heimspekinni. Bayesiskar adferdir hafa svipada eiginleika og ML-adferdir 1 storum tartokum

20



og oft heppilegri eiginleika { litlum drtokum.
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