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Skipulag Erindis
Uppruni tolfraedi
Klofningur i decision-fraedi/maelinga-inference
Bayesisk heimspeki og adferdarfraedi
Einfalt synidaemi

Hugleiding um fléknara daemi



Hvao er tolfreoi

1. Hagnyting & likindafraedi

[S)

Likindafraedi er staerdfredigrein. Likindamalid maelir staerd 4
mengjum.

P:F —10,1], F = mengi melanlegra mengja,
X:Q—R, x=X(w)=gildisem

X er fall sem dthlutar dtkominni w gildid x,

Q = mengi af moégulegum ttkomum,

X er kollud hending eda slembibreyta

Tolfraedi=Alyktunarfraedi (Inference) + Likindafraedi

Laplace leggur grunn ad hagnytingum eins og
.inverse-probability” (fyrir meelingar) og decicsion-fraedi
Seinna koma menn eins of Fisher, Pearson-fedgar, Neyman og
Jeffrey.



Alyktunarfredi er ad mestu mat (estimation) og préfanir.

Ymsir metriu-kaltarar= Econometrics, biometrics,
pschycometrics, sociometrics, chemometrics, technometrics,
criminometrics o.s.frv.

Ymis talnamedferd er ekki metria i minum huga. Svo sem
bestunarfradi, p.e. taekni vid ad hamarka foll. Bestunarfradi
byggist oft & ramfradi en ekki likindafraedi, b.e. ad koma
karvu ,nalegt” einhverjum punktum.

Tolfraedi fjallar um ad alykta at fra maelingum.
Sumir nota ordid tolfraedi (statistics) um eitthvad sem ég
myndi kalla reikningshald og endurskodun.

Ramfradigreiningar eins og ,support-vector-machines’ og ad
hraera i gognum, neural-network, data-mining er ad minu viti
ekki tolfraedi. (Data-mining haegt ad gera rétt med einhvers
konar AIC/BIC télum)
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Nokkur prinsip vid0 mat d parametrum 1 likénum

e Least-Squares (ramfraedi)
e Method-of-Moments
e Maximum-Likelihood

e Bayes-adferdir



Regla Bayes fyrir atburdi:

P(B|A)P(A)

P(AIB) = gy

og fyrir péttifdll (og likindamassaféll) dreifinga:

f(xly)f(y)

flylx) = £



Gangur 7 Bayes-télfredi

1. Set fram likan, f(x|0)

Set fram fyrirframvissu (a priori) um @ a formi
likindadreifingar, 7(0).

Reikna eftiravissu (a posteriori) i formi likindadreifingar,
7(x|0), med reglu Bayes.

Tengist decision-teoriu t.d. med pvi ad lagmarka
expected-posteriori-loss.



Hvao pyoir ad vita ekkert?

. Hvad er non-informative prior?

Maximal-Data-Information-Prior-Distribution {Zellner, 1977}

Vel upplysingafall, /(6) sem endurspeglar upplysingar um 6.
Upplysingar ad lokinni tilraun eru:

lposterior(a) = /data(a) + lprior(a)

Leita ad prior sem ad hamarkar /y,:,(6).

Hvada upplysingafall 4 ad nota?

1(6) = E(log(p(6)).  1(6) = E(~ )



. Geisser {1984} rokstydur nokkrar a priori dreifingar fyrir

Bernoulli médel P(Y =1) =60, P(Y=0)=1-6.

p(0) o< 671(1 —0)71/2,
0) o 67121 — 9)~ /2,

Ef gégnum er safnad, Y1,..., Y, til ad meta 0 pa ma til
deemis hugsa sér ad akveda n fyrirfram (binomial sampling)
eda ad haetta pegar tiltekinn fjoldi af Y = 1 hefur verid
maeldur (negative-binomial sampling).

Ekki er askilegt ad non-informative prior sé hadur pvi hvernig
malingum er safnad.

Bernardo {1979} rekur ad ekki sé til einhlit lausn & ad setja

fram ,non-informative” prior. Hann stingur upp & annari lausn
sem hann kallar ,reference-prior’.



S

. Ekki hafa dll likon reference-prior, en allar exponential-family

dreifingar.
Non-informative prior ekki vel skilgreinanlegt hugtak.

[ umraedum um grein Bernardo {1979} segir A.F.M. Smith:
My own view of ‘vague” or “improper” prior is that they are
simply mathematical artefacts (having no intrinsic interest in
their own right) whose justification rests on the fact that their
use in Bayes’ theorem results in a posterior which is a "good
approximation” in some sense,

[ praktiskum tilfellum eru oft notadir ,diffuse” priorar, p.e.
dreifingar sem hafa likindamassa 4 mjog stéru svaedi.



Teknierfidletkar

. Ef mzlingar eru x = (x1, ..., x,) ba er posterior 0

f(0]x) o< L(8]x)m(0)

Erfitt getur verid ad atta sig a hvernig f(0|x) likur at, sem og
ad reikna t.d. E(0|x), V(0|x), o.s.frv. Sérstaklega ef 0 er
margvidur vektor.

Fyrir ,exponential-family-dreifingar” getur verid hentugt ad
vinna med ,conjugate’-par af likani og prior.



Conjugate priorar

. Ef prior 7(0) og posterior m(0|x) tilheyra somu fjolskyldu er

sagt ad priorinn sé ,closed under sampling”

P6 ad prior sé conjugate er ekki par med sagt ad t.d. E(6),
V(0), o.s.frv. verdi pagilegar formulur.

Ef conjugate-prior er valinn pa er posterior 4 sama formi. Pvi
eru eftirdupplysingar ar sému dreifingu og fyrirframvissan.
Conjugate-prior er adeins til fyrir exponential-family likon og
ekki alltaf medfaerilegur.



FEinfalt dems

Hugsum okkur Bernoulli-likan (krénukast),
P(Y=1)=6, P(Y=0)=1—90.
Pa er conjugate-prior fyrir 6 beta-dreifing, Beta(«, 3), b.e.

7(0) x 0°71(1 — 9)°~1.
Ef gogn eru random artak, y = (y1,...,¥n) ba er sennileika-fallid,
L(6]y) o Hgy,-(l — )Y =GR Yi(1 — §) i i
i=1

= 0" (1— 9)'7(1—}7)



og posterior pvi,

7(0ly) < w(0)L(A]y) = 0°1(1 — 0)P~16" (1 — 9)"(1=Y)
= gvta—l(q — g)n(t=y)+B-1,

b.e. vid pad ad safna gdgnum hafa upplysingar um 6 breyst ar pvi

ad vera Beta(a, ) i ad vera Beta(aw + ny, 3+ n(1 —y)). Ef 0 er
Beta(a, 3)-dreifd pa er

__a _ af
E©) = atp Vo) = (a+B)2(a+B+1)
_ o+ ny _a+ny _
B0 = s mi=y) atitn oo
V(6ly) = (a+ny)(B+n(1—y)) y(1-7)

(a+B+n?(a+F+1) n—oo n



Prior og posterior fyrir Bernulli. n=15, y=0.3

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8

Muynd: Prior og posterior fyrir Bernoulli likan.




Fyrir normaldreifingu, N(u, o) er normal conjugate fyrir 11 gefid o
og IG=inverse-gamma conjugate fyrir o2,

7(pulo) ~ N(mg, Ac?), w(c?) ~ IG(a, ),

fyln, o)

Formulur eru adeins snyrtilegri ef sett er v = 1/02, b.e. v
gammadreift. Ef yy,...,y, er random artak pa er

m(plv) o v1/2 e=(u—=mo)?v/(2A)

m(v) oc v le PV

(ks viyrs- oo yn) = m(plv)r(V)L(p, vive, s yn)

o v1/2e=(—mo)?v/(2A) Vo LemBv(y1/2)ng=v S (vi—p)?/(2A)
menntaskoélaalgebra gefur

o yOH/2=1/2 g=vB o= v(1+An)(u—(mo+Any)/(1+An))? /(2A)



p.e. posterior dreifingin verdur:

_ mg+Any 1 A
wlulv,g) = M2 2

w(v) = Gamma(ai, /1), a1 =a+(n—1)/2,
B =0+ (L+ An)(u — (mo + Any) /(1 + An))?/(2A)

Normal-Inverse-Gamma prior i normal likani er taknad
NIG(mog, A, a, 3) og er closed under sampling pvi ad vid
random-sampling er posterior lika NIG.

e Conjugate-prior ma talka sem upplysingar um sams konar likan
ar eldri maelingum.

e |G-dreifingin er heavy-tail
o m(ply) er t-dreifing (lika heavytail).



Marguitt normal likan
Y margvitt normal

Flylp, T) o || V2e~ == y—1)/2

Conjugate-prior fyrir g er normal og fyrir ¥ Inverse-Wishart, p.e.
Y1 er Wishart. Wishart-dreifingin er eins konar margvid x?

dreifing.



Conjugate priorar fyrir nokkur likon

Likan Conjugate prior

Einvitt normal Normal-Inverse-Gamma, NIG
Margvitt normal Normal-Inverse-Wishart
Bernoulli Beta

Margvitt Bernoulli | Dirichlet

Poisson Gamma

Exponential Gamma




MCMC hermunaradferodir

. Markov-kedja er slembiferli (stochastic-process) sem er pannig

ad dreifing framtidar gildis er adeins had sidasta gildi.

f(yt|yt—17yt—27 .- ) = f()’tb’t—l)

Hugmyndin ad gagnsemi Markov-Chain-Monte-Carlo liggur i
beim eiginleika ,time-homogen” Markov-kedju ad ef han er
Jtime-reversible” pa er til ,time-invariant” dreifing,
jafnvaegisdreifing.

Gibbs-sampling og Metropolis-Hastings eru pekktar hugmyndir
vid ad herma Markov-kedjur.



Einfalt likan

Einfold adhvarfsgreining(regression)

X
1
2
3
4

5
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Likanid er

Yi=a+pX;+e e~ N(0,0%)
a priori dreifingar o ~ N(0, 10000)

o2 ~ gamma(0.00001, 0.00001)

3 ~ N(0,10000)
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Venulegt nidurstada ar vengulegu tolfraediforriti er t.d. 6 = 0.73

Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t|)
(Intercept) 0.6000 0.7659 0.78  0.4906
0.8000 0.2309 3.46 0.0405

1. Empirical mean and standard deviation for each variable, plus

standard error of the mean:
Mean SD Naive SE Time-series SE

alpha 0.6719 1.2109 0.017124 0.030980
beta  0.7768 0.3605 0.005099 0.009386
sigma 0.9993 0.6285 0.008889 0.013761
tau 1.8749 1.5220 0.021524 0.028852

2. Quantiles for each variable:
2.5% 25% 50% %% 97.5%
alpha -1.672447 0.03057 0.6327 1.225 3.263
beta .001338 60776 0.7870 0.968 1.468
sigma  0.415499 0.62246 0.8200 1.171 2.649
tau 0.142518 0.72870 1.4874 2581 5.792
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Trace of alpha

Density of alpha
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Flokin likon

. Analytiskt form & posterior bara til i fyrir conjugate-par af

likani og prior (og nokkur einfdld sértilfelli)

Jafnvel p6 ad conjugate prior sé til getur verid ad hann sé
illskiljanlegur og t.d. erfitt ad finna E(6), V/(6), o.s.frv.

A timum tdlvutaekni hafa menn farid at i ad herma postiori
dreifingarnar og skoda paer grafiskt.

porf & adferd sem byr til random télur ar posterior dreifingunni.

Pad getur verid erfitt ad skrifa forrit sem hermir random-artak
ar tiltekinni dreifingu.

Reyni ad ofsampla i hélunum og vigta sidan.
JImportance-sampling” (likt og stratified sampling),

[ dag eru adferdir sem herma Markov-kedjur notadar.
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Um markadskannanir (ordered-regression)

e battakendur svara spurningum og kvarda fra 1-5. Pydir petta
eitthvad?

Namer spurningar

Einstaklingur 2

1
Einstaklingur 1 4
2
Einstaklingur 3 1

1w O
=N DdW
ol W ol b
= N O
o1 01 01| O

Tafla: Sammala einstaklingar.
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Likan fyrir multivariate ordered response
Omazld J-vid breyta y* fyrir einstakling i,
i ~ N(ui, 7).

Mzeli skorna atgafu y; af y*. vera med einstaklingsbundin .} og

> *. Ad sjalfsogdu ma ekki sla saman mismunandi einstaklingum.
AJ sjalfsogdu parf ymis hlidarskilyrdi til ad haegt sé ad meta svona.
Til deemis:

Y7 =0/,

P.e. ad einstaklingarnir hafi sameiginlegt fylgnifylki. Sidan ma setja
upp Gibbs-sampler med hluta priors ad X sé Inverse-Wishart.
Einnig ma nota skyristaerdir, t.d.

wi = pi+xB
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Demi um dtkomur

Bme s.e-B  t-gildi
kyn 0.15 0.22 0.67
einkunn  0.31 0.11 2.89

Tafla: Nidurstada ML-mats fyrir eina spurningu i einu namskeidi.

E(B) V()
kyn 015 0.22

einkunn  0.31 0.11

Tafla: Medaltal og stadalfravik bayesisks mats (byggt a mjog , diffuse
prior”, fyrir eina spurningu i einu ndmskeidi.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1.00 0.06 0.39 0.01 0.10 0.24 0.04 —0.07 0.10 0.05 0.02
0.06 1.00 0.26 0.14 0.26 0.22 0.29 0.24 0.07 —0.09 —0.01
0.39 0.26 1.00 0.05 0.12 0.35 0.12 0.02 0.06 —0.03 —0.10
0.01 0.14 0.05 1.00 0.09 —0.02 0.13 0.21 0.18 0.23 0.20
0.10 0.26 0.12 0.09 1.00 0.17 0.33 0.32 0.04 —0.11 0.12
0.24 0.22 0.35 —0.02 0.17 1.00 0.40 0.11 —0.05 —0.09 0.02
0.04 0.29 0.12 0.13 0.33 0.40 1.00 0.48 0.05 —0.13 0.01

—0.07 0.24 0.02 0.21 0.32 0.11 0.48 1.00 0.03 0.01 0.06
0.10 0.07 0.06 0.18 0.04 —0.05 0.05 0.03 1.00 0.11 —0.05
0.05 —0.09 —0.03 0.23 —0.11 —0.09 —0.13 0.01 0.11 1.00 0.21
0.02 —0.01 —0.10 0.20 0.12 0.02 0.01 0.06 —0.05 0.21 1.00

—0.14 0.09 —0.15 0.22 0.10 —0.10 0.02 0.12 —0.04 0.14 0.40

—0.05 0.19 —0.11 0.26 0.12 —0.00 0.26 0.25 —0.03 0.14 0.36
0.03 —0.18 0.01 —0.06 —0.21 —0.06 —-0.27 —-0.17 —-0.17 —0.00 —0.05

—0.03 —0.24 —0.02 —0.07 —0.23 —0.19 —0.33 —0.19 —0.07 0.01 —0.06

—0.00 —0.16 0.02 —0.11 —0.27 —0.08 —0.21 —0.15 —0.11 0.03 —0.10

Tafla: Einstaklingshreinsad mat & fylgni svara.
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1 —OO<yl-jf<C1

Yij =
5 C4§yZT<OO

_yi>|< — ()’i17~ .- 7}’:‘J)/7 J = 16.
yi ~ (ui, X7).

Til ad gera stika greinanlega eru settar ymsar skordur, t.d.:
/ﬁ =p+T7+0izi, Zzj~ N(O> Z)

bar sem z; er 16 vid 6meld breyta med samdreifnifylki . Gibbs
sampler er settur upp i nokkrum prepum. Prepin eru valin pannig
ad skilyrtar dreifingar verdi pagilegar. T.d. er gert rad fyrir ad
dreifing 1 gefid annad i likani sé normal, dreifing fylkisins X sé
inverse-Wishart. Inverse-Wishart hendingin er einskonar margvid 2
dreifing og eru gildi hennar fylki.
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HIP Soff\a/e) ahd;Physies praject S0

S L= - = =
The 24 nodes of the Celeron ATX Here the power supply tower can be

blade server [1]. seen.
Tomas Lindén

23.10.2003
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Litio kvedi

| thought inference was just a fairy tale,
Confused by stats and probability,

Frequentist approaches (doo-doot doo-doot)
made no sense to me (doo-doot doo-doot)
Summarizing evidence by p?!

Then | saw Tom Bayes — Now |I'm a believer,
Without a trace — of doubt in my mind,

[I'm a] Bayesian (ooooh) — Oh, I'm a believer
| couldn't p now if | tried!
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Lokaoro

e Pad erfida (visindalega) er ad velja likan, prior og loss-function.

e Taxknilega hefur verid erfitt ad koma vid hagnytri bayesiskr
tolfredivinnu. Pad hefur ni breyst med télvutakninni og
MCMC hermunaradferdum.

e Tulkun Bayesista hefur verid dnnur en ,frequentista,” eda
~sampling-teoriu” félks.
e Margir ,frequentistar’ segja: Mér er alveg sama um

heimspekina, MCMC-taknin bydur upp & moguleika 4 ad meta
flokin likén og pvi vil ég kynna mér hana.

e Traarbragdadeilur frequentista og Bayesista ligga ad mestu
nidri.
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